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1. OKREŚLENIE ZAGADNIENIA

Podczas analizy urządzeń technicznych z punktu widzenia 

niezawodności zakłada się zwykle, że w czasie eksploatacji 

mogą one znajdować się w dwóch różnych stanach, zdatny i nie­
zdatny do pracy /sprawny lub uszkodzony/ [1,2]. Jednak w 

praktyce eksploatacyjnej często mamy do czynienia z urządze­

niami, których liczba stanów jest większa od dwóch. Do ta­

kich urządzeń można zaliczyć urządzenia komutacyjne złożone 

z zespołów, które mogą mieć w czasie eksploatacji trzy lub 

nawet więcej stanów.

W pracy tej ograniczymy się do przypadku pojedynczego ze­

społu komutacyjnego z odnową, który może znajdować się w 

trzech następujących stanach:

- stan P; zespół 

szenia;

- stan zespół zajęty obsłv

- stan P ; zespół uszkodzony ó

Zakładamy, że proces zmir 

ki procesu Markowa i można f 
nań Kołmogorowa [3,ó]. Dla 1 

nia się układu podczas ekspl 

graf pracy równoważnego zespc 

tensywności przejąć od stanu d

Na początku rozważanego okres 

Sie w stanie P^ /sprawny i wolny/

wolny i sprawny, ale nie obsługuje zgło-

głoszenia;

lizaćja i naprawa/.

ów zespołu spełnia warun- 

ać za pomocą układu rów- 

;o zilustrowania zachowa- 

i na rys. 1 przedstawiono 

iodający poszczególne in-

anu.

It = 0/ zespół znajduje 

wówczas zespół może zmie-
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Rys. 1. Graf rozważanego procesu

niać stan i przejść do stanu p z intensywnością J3 /nadcho­

dzi zgłoszenie do obsługi i układ przechodzi ze stanu "wol­

ny" do stanu "zajęty'7 lub do stanu p z intensywnością 
ó

/zespół w stanie "wolny" może zostać uszkodzony/.

*1

Jeżeli zespół znajduje się w stanie Pg /zajęty/, wówczas 

może przejść do stanu P^ z intensywnością ot /obsługa zgło­

szenia została zakończona i zespół powraca do stanu "wolny?

lub do stanu P, z intensywnością A, /zespół w czasie obsługi 
O z

zgłoszenia ulega uszkodzeniu/. Natomiast jeżeli zespół znaj­

duje się w stanie P^, to może przejść tylko do stanu P^ z 

intensywnością fi /zespół uszkodzony zostaje naprawiony i 

przechodzi w stan "wolny"/. Wszystkie procesy elementarne 

mają wykładnicze rozkłady prawdopodobieństwa odpowiednio o 

parametrach J3, A ,, A? ‘ P •

Celem analizy jest określenie prawdopodobieństwa P^/t/,

P^/t/ i P^/t/ znajdowania się zespołu w stanach P-,, P „ i PCl ó IZ
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Następnie należy zbadać zachowanie się zespołu w warunkach 

stacjonarnych oraz określić inne charakterystyki zespołu, 

takie jak niezawodność, wartości oczekiwane czasów przebywa­

nia w poszczególnych stanach oraz gęstość prawdopodobieństwa 

czasu pracy do pierwszego uszkodzenia. Przyjmujemy warunki 

początkowe P-,/0/ = 1, P9/0/ = P./0/ = 0. Oczywiście P-./t/ + 1 Ó u 1
+ p9/t/ + pyt/ = 1.

W literaturze [ 3,4] można znaleźć przykłady analizy innych 

układów o trzech stanach, o układzie parametrów różnym niż 

rozważany tutaj. Metoda stosowana do rozwiązania postawione­

go problemu polega na ułożeniu układu równań Kołmogorowa, 

który dla rozważanego przypadku będzie miał postać:

P’/t/ = - /JA + Aj Pjt/ + J-PJt/ + M PJt/ 1 1 1 Z u

P2'/t/ = - /* + a2/ P2/t/ +JiP1/t/ /l/

P.Jt/ = - p P Jt/ + Z Pjt/ + A P Jt/.

Po uwzględnieniu warunków początkowych i zastosowaniu 
przekształcenia Laplace’a £ó], otrzymuje się układ równań 

algebraicznych. Po ich rozwiązaniu i dokonaniu przekształ­

cenia odwrotnego znajduje się poszukiwany wynik w postaci 

P^/t/, Pz/t/ i Taka metoda postępowania wymaga dla

każdego indywidualnego przypadku wykonania szeregu praco­

chłonnych obliczeń.

Tutaj zostaje zaproponowana inna metoda postępowania pod­

czas obliczania rozwiązania, polegająca na znalezieniu roz­

wiązania ogólnego dla grafu procesu ogólnego, nazwanego "gra­

fem pełnym" /rys. 2/, uwzględniającego wszystkie możliwe 
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ptzejścia od stanu do stanu. Dowolne rozwiązanie szczegóło­

we można znaleźć przyjmując za równe zeru odpowiednie para­

metry rozwiązania ogólnego, które nie występują w rozważa­

nym zagadnieniu szczegółowym. Rozwiązanie ogólne zostanie 

wykorzystane do rozwiązania sformułowanego powyżej zagadnie­

nia.

Rys. 2. Graf pełny procesu o trzech stanach

2. ROZWIĄZANIE OGÓLNE DLA PROCESU 0 TRZECH STANACH

Na podstawie grafu pełnego /rys. 2/ procesu o trzech sta­

nach, uwzględniającego wszystkie możliwe przejścia od stanu 

do stanu, można napisać układ równań Kołmogorowa w następują­

cej postaci:

P^t/ = - Pj/t/ + ^2^ + a3 ^3^^*

Pjt/ - - /a9+bJPJt/ + P^/t/ + b, P^t/, /2/Cl c> i Ó 1 1 Ó O
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P,/t/ = - /b^+aJ PJt/ + a Pjt/ + b P /t/

Po uwzględnieniu warunków poczętkc^jych w postaci ogólnej 

P./0/\ż = 1,2,3 i zastosowaniu przekształcenia Laplace*a  
[3,5] otrzymuje się rozwiązanie w postaci:

* ‘ 'SZ 'S2-Si'

oraz

K. = a . a. + a.b . + b . b . 
z 3 K k z z 3

N. =a. + a. + b.+b. /5/
z 3 k z 3

= 1 >2,3; i^3^^

/Uwaga : żt3,k liczy się kolejno, tzn. dla ż ■ 1, 

” 1,2,3; dla ż a 2; ż,3,k ■ 2,3,1; i dla ż = 3, 

- 3,1,2/.

W powyższych wzorach B - a^+ag+a$+bj+b%+b

C = ala2+ala3+a2aS+alb2+a^S+a^l+blb2+^lb3+b2b3^

P ./t/ = X. + Y. ezp /sot/ + Z. exp /s^t/ /3/

gdzie
Af.-

X - —— z C

sj A/

i

9 r 1s3 P^/.S^/0/tl.+P./O/b^
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P ' -i / 9 1
B - 4C -B - Ib - 4C

"2------------- 2-------------  • SS = -------------- 2-------------- W

Przy obliczeniach można dodatkowo uwzględnić następujące 

zależności:

S2- s3 =

B - 4C

S2+ S3=~ B

Podane powyżej ogólne rozwiązanie /3/, /4/, /5/ spełnia wa­
runek P-j/t/ + P^/t/ + P.,/t/ = 1.

3. ROZWIĄZANIE ZAGADNIENIA

Do rozwiązania zagadnienia sformułowanego na początku tej 

pracy wykorzystamy wzory rozwiązania ogólnego dla warunków 

początkowych P^/0/ = 1, P^^/ = = 0* Ponieważ z porów­

nania grafów z rys. 1 i rys. 2 wynika, że =^, = ^2,

a3 = ^2 “ B3 = » więc B = Ji+ +°C+ (1 ,

C A2 + +cćg= /a2 +oC//A1 +g/

+£/a2 +M/ 

oraz

s„ _ = 4 [//3 + A + A +cC+ g/ +

przy czym oba pierwiastki są ujemne, ponieważ B>0 i C>0.

2
/oć+^2 -A-XęH!



Dla jest to oczywiste, a dla Sg z /5a/ mamy:

- B ^B2 - 4C

B2 > B2 - 4C

0> - 4C

co jest prawdziwe, bo Ct>0. Informacja o znakach pierwiastków 

będzie dalej potrzebna przy całkowaniu.

Na podstawie wzorów /3—5/ otrzymuje się:

2
P /&+\/ s2 + s9/ 2.z+cL+ppfi/o(.+;i2/

P1 2
S2

PJt/ = ć u

exp/Sgt/ -
4C

9
S3 + 8Z/Ag +«+ P/ +p/* + Ig/ 
-----------------------—— , —------------------ exp /b£/.

S3 4C

A/Sg+p/

s2
B2-4C

exp/s~/t - 
V

j3/s3+p/
-------== e^p/s^t/^

s,\B -4Có »

/6/

/V

ło . a 7/2<>= ■ 2 • —P—--2 ■ 2------exp/s9t/ - 
i n>---------------- 6

s g ^B -4C

fi 2 g+ 2^/s 3+^g+<K/
exp /s-t/ /8/

-<lP us_ ^B -4C

Dla warunków stacjonarnych lt — / prawdopodobieństwa sta­

nów będę:
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/9/

/10/

/ll/

/'A**/
Ct 1 c>

3 , _ _______________
2 /21 + H/ +/i/^9+fV

6 1 6

Al, +2^/2 + */ 
JT =  £ Ł_£-----------------------  

ą+^/w^ą*/*/ 6-------------------1 ci

Ten sam wynik można otrzymać z rozwiązania układu równań 

dla warunków stacjonarnych /12/, napisarego na podstawie 

układu /2/:

/a2+ as/^r1=b1^2^bzsiz -

/a2 + bl/Jr 2 =alSri+b2 ^3 ■ /12/

^2 + b3^J' 3 " a2^ 2 * a3^1

przy uwzględnieniu warunkuWj + OT+ 0/= 1 oraz przyję­

ciu P’/00/ = 0 . Wzory /9—11 / wyrażają udział czasu przeby- 

wania zespołu w każdym z trzech stanów dla długiego czasu 

obserwacji.

W celu określenia

ności/ należy poddać

niezawodności układu /funkcji niezawod­

go obserwacji aż do pierwszego uszko­

dzenia, czyli należy założyć /Z = 0 /nie ma napraw/.

Wówczas B =ji +ŹŁ + 2 + oC, C + oraz

1
®2,3 = 2 - +o</+
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A wiec
/13/

0/= ^/s2+22+°(/e3^/s2t/-/83+A2+a/exp/s,

" 3 ry

H = 0/ = # [ exp/s t/ - exp/s t/1 . /14/
82 8 3 L

/15/
P2/t, H= 0/ = 1 + ^/A^bz/exp/8^/-/A^b2/exp/s^tĄ

2 3

Oczywiście w tym przypadku, gdy nie ma napraw, w warunkach 

stacjonarnych JT 0,^2 “ 0 i JT • 1, co wynika ze wzorów 

/13-15/ oraz /9-11/.

Funkcja niezawodności bedzie mieć postać:

R/t/ = P Jt, p= 0/ + Pjt, H= 0/ = .
1 6 s2 3

.[/s2+A+jA + A2/exp/s2t/-/s3^c(+J^A2/exp/83t/J . /16/

Wartość oczekiwana czasu przebywania w stanie sprawnym 

/"wolny" lub "zajęty"/ bedzie:

E/L/ = J P/t/dt - ZA +0/ /17/
o ó 1 d,

Gęstość prawdopodobieństwa czasu do uszkodzenia:

f/t/ = P^/t/ [/1-R/t/ j = P^t, 0/ =

/IB/
2. / R+oc/ r -i

” --------- + i/ezP /SJ/-/-J- + 1 /exp/8,t/l.
o n © _ I 8 c> O c V J



10

Wartość oczekiwana czasu przebywania w stanie

^^2

o

Wartość oczekiwana czasu przebywania w stanie
CO

j3

0

Wartość oczekiwana czasu przebywania w stanie 
co

ca

719/

P2:

/20/

P^ /bez napraw/:

“'*3' J -3' 
o

W ten sposób zostały określone charakterystyki niezawodno­

ściowe omówionego na początku zespołu komutacyjnego, a więc 

zagadnienie postawione w punkcie 1 zostało rozwiązane,.

4. ZAKOŃCZENIE

■ U pracy określono charakterystyki niezawodnościowe zespo­

łu komutacyjnego, który może znajdować się w trzech stanach: 

wolny, zajęty obsługą zgłoszenia i uszkodzony.

W celu rozwiązania postawionego zagadnienia opracowano 

wzory ogólne dla układów o trzech stanach, wynikające z gra­

fu pełnego /rys. 2/. Założono; że wszystkie procesy elemen­

tarne zachodzące w układzie są niezależne i charakteryzują 

się rozkładami wykładniczymi, a więc mamy do czynienia z pro­

cesem Markowa, który można opisać za pomocą układu równań 
Kołmogorowa [ 2].

Wyprowadzone wzory ogólne można stosować do rozwiązywania 

innych zagadnień dotyczących układów o trzech stanach, przyj-



11

mując za równe zeru te parametry rozwiązania ogólnego, które 

nie występują w rozważanym zagadnieniu szczegółowym. Przed­

stawiona metoda postępowania znacznie upraszcza obliczenia 

niezbędne do uzyskania rozwiązania.
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