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Jerzy Dudziewicz ,
621.317.008

OCENA NIEPEWNOSCI WYNIKU POMIARU

1. WSTEP

W sierpniu 1977 roku podczas kolejnej sesji CIPM (Comité Inter-
national des Poids et Mesures - Migdzynarodowy Komitet Miar) zo-
stala utworzona grupa robocza, ktéra miala za zadanie studiowanie
probleméw dotyczacych oceny i wyrazania niepewnosci wynikéw po-
miar6w”. Po czteroletniej pracy tej grupy opracowano zalecenie
INC-1 (1980), ktére zostalo przyjete przez CIPM jako zalecenie 1
(CI-1981), przy zaznaczeniu, ze to zalecenie moze stanowié podstawe
dla ewentualnego uzgodnienia i powinno byé poddane prébie w prak-
tyce. W 1986 roku utworzono Grupe Robocza Migdzynarodowe;j
Organizacji Normalizacyjnej (ISO), ktéra wraz z OIML (Organisation
Internationale de Métrologie Legale - Miedzynarodowa Organizacja
Metrologii Prawnej), [EC (International Electrotechnical Commission
- Migdzynarodowa Komisja Elektrotechniczna) oraz CIPM podjeta sig
opracowania i opublikowania wytycznych do praktycznego ich sto-
sowania,

Owocem tych prac jest wydany w 1993 roku dokument ISO pt.:
"Guide to Expression of Uncertainty in Measurement" (Przewodnik
do wyrazania niepewno$ci pomiaru) [7]. Jest to do§¢ obszerne dzieto,
zawierajgce 109 dwukolumnowych stron, w ktérym oprécz wstep6w
podano: podstawowe definicje, gléwne koncepcie, oceng niepewnosci
standardowej, wyznaczenie lacznej niepewnosci standardowej oraz

% Autor odsyla czytelnikéw do dwéch poprzednich atrykutéw wydanych
w Biuletynie Informacyjnym Instytutu Eacznosci w latach 1984, 1990
i 1992: "Okreslenia i oceny niepewnosci pomiaru w $wietle praktyki wiel-
kich o$rodkéw metrologicznych", BI IE, nr 1-2 (223-224), 1984 [4];
“Niepewnosci wynikéw pomiaru” BI B, nr 11-12 (285-286), 1990 [3]
oraz "Praktyczna ocena niepewnosci pomiaru” BI It,, nr 10(303), 1992 [5].
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podsumowanie calej procedury dotyczacej oceny i wyrazania niepew-
noéci wyniku pomiaru. Do dokumentu dolaczono caly szereg anek-
séw, w ktérych przedstawiono teksty oficjalnych zalecefi CIPM wraz
z ich motywacja, glosariusz zawierajacy podstawowe terminy i defini-
cje dotyczace gléwnych pojeé metrologicznych oraz statystycznych,
praktyczne wskazéwki wyznaczania niepewno$ci wynikéw pomiaru,
a takze liczne przyklady obliczeniowe.

Autor proponuje, aby do czasu polskiego wydania tego Przewod-
nika mozna bylo poshigiwaé sie skréconym materialem o charakterze
"szkoleniowym", ktéry zaprezentowano w niniejszym artykule.

2. ZAGADNIENIA OGOLNE

Kazdy wynik pomiaru jest obarczony pewna niedoktadnoscia, tzn.
istnieje niepewno$¢ co do jego rzetelnosci, Scistosei, poprawnosci.
Znane sa na ogdl czynniki, ktdre powoduja "falszowanie" wyniku
pomiaru. Zanim dokonamy pewnej systematyki tych czynnikéw
i przedstawimy procedury przeprowadzania takich analiz oraz odpo-
wiednich rachunkéw, rozpatrzymy pewne przyklady praktyczne, ktére
pozwola nam zblizy¢ si¢ do tego delikatnego zagadnienia, majacego
fundamentalne znaczenie dla praktyki i teorii mierzenia.

Przyklad 1

Zadanie ma polega¢ na pomiarze dlugosci pewnego przedmiotu
sztywnego, ktdrego dlugos¢ wynosi okolo 2 metr6w. Typowym na-
rzgdziem pomiarowym, jakiego uzyjemy w tym przypadku, bedzie ta-
§ma stalowa z naniesiong na niej podziatka, tzw. przymiar kresko-
wy. Jak wiadomo, takiego pomiaru dokonujemy w ten sposéb, ze
przykladamy przymiar do przedmiotu, tak aby poczatek tego przymia-
ru, a wigc miejsce, w ktérym znajduje si¢ kreska poczatkowa ozna-
czona wskazem 0, przypadl mozliwie dokladnie na jeden kraniec
przedmiotu i aby przy drugim kraficu tego przedmiotu mozna byto
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wyznaczy¢ na podzialce przymiaru odpowiadajaca temu kraficowi
kreske oraz przyporzadkowaé jej odpowiednia liczbg, ktéra ma wyra-
za¢ wartos¢ odpowiadajacej odleglosci migdzy kreska poczatkowa
(zerowa) a dang kreska. Zal6zmy, ze wynik pomiaru wynosit na przy-
kiad 2047 mm. Zachodzi teraz pytanie, jaki jest stopien ufnosci co do
poprawnofci tego wyniku pomiaru. Innymi stowy, jaka jest pewnosé -
a raczej niepewnosé - ze ten wynik pomiarowy. jest poprawny.

Sprébujmy wymienié kilka czynnikéw, ktére mogly mie¢ wplyw
na to, ze wynik pomiaru nie jest w petni wiarygodny. Jako pierwszy
mozna poda¢ niedoktadno$é przykiadania przymiaru do przedmiotu
1 odczytywania odpowiedniej kreski. Jako dalszy czynnik mozna
wymienié mozliwosé, ze kraniec przedmiotu przypada akurat migdzy
kreseczkami, co wymagatoby dodatkowej interpolacji i dysponowania
szklem powigkszajacym (lupa), znajdujgcym si¢ nad miejscem odczy-
tu dlugosei. Kolejnym czynnikiem moze by¢ niedokiadno$é wykona-
nia samego przymiaru, a w szczegdlnosci jego podzialki, zbyt gru-
bych kresek itd. Jako dalszy czynnik mozna poda¢ zmiang dlugosci
samego przymiaru ze wzgledu na to, Ze temperatura, przy ktérej byla
naniesiona podziatka, moze sie réznié od temperatury, przy ktérej
wykonujemy pomiar.

Juz tych kilka czynnikéw wyliczonych powyzej wskazuje na to, ze
IZECZYWiSta - a raczej poprawna - wartosé dlugosci badanego przed-
miotu moze réznié sig od otrzymanego wyniku pomiaru 2047 mm.
W praktyce najczesciej zadawalamy sie, Jezeli mozna wynik pomiaru
uzupeini¢ pewnym przedzialem niepewnosci, tzn. podaé przedziat
warto§ci, w ktérym moze znalezé sie warto$é mierzona, W danym
przypadku moze to przedstawiaé si¢ na przykiad nastgpujaco: dugosé
przedmiotu wynosi 2047 +3 mm, co oznacza, ze “bardzo prawdo-
podobna” warto§¢ pomiaru zawiera si¢ w przedziale 2044 - 2050 mm.
Innymi stowy méwimy, ze niepewnosé bezwzgledna wyniku pomiaru
wynosi w tym przypadku +3 mm lub tez, .ze niepewno$é wzgledna
réwna si¢ +3/2047 = x1,5-10° £ +0,15%.



Przyklad 2

Zmierzono napigcie stale panujgce migdzy pewnymi dwoma wez-
fami ukladu elektrycznego pradu stalego za pomoca woltomierza
cyfrowego 1 uzyskano wynik pomiaru 2,164 V. Jak wiadomo, taka
procedura pomiarowa polega na dolaczeniu za pomoca przewodéw
koficéwek woltomierza do obiektu mierzonego (w danym przypadku
do dwoch weztéw sieci elektrycznej) i dokonaniu bezpoSredniego
odczytu na cyfrowym urzadzeniu wskaznjagcym tego woltomierza,
Istota zagadnienia polega na tym, aby wyszczeg6lni¢ gtéwne mozliwe
Zrédia niedokladnosci takiego pomiaru. Jedno z giéwnych wymagan
dotyczacych poprawno$ci przeprowadzenia pomiaru polega na tym,
aby dolaczenie przyrzadu pomiarowego do mierzonego obiektu nie-
wywolywalo Zadnego wplywu na ten obiekt, tzn. na jego stan.
W danym przypadku chodzi konkretnie o to, aby dotaczenie wolto-
mierza do ukladu elektrycznego nie zmienilo napigcia mierzonego.
Wplyw ten bedzie pomijalnie maly, jezeli op6r (rezystancja) elektry-
czny wejScia woltomierza bedzie bardzo wielki wzglgdem oporu
zastgpczego Zrédla, jaki stanowi badany uklad elektryczny roz-
patrywany z punktu widzenia dwdch jego weztéw. Jezeli ten wplyw
nie bylby do pominigcia (co na ogét nie bedzie miato miejsca, ze
wzgledu na stosowanie elektronicznego woltomierza cyfrowego, ktéry
odznacza si¢ zawsze wielkim oporem wejsciowym, np. 10 MQ albo
nawet 1 GC), to nalezatoby wprowadzié odpowiednia poprawke, tzn,
warto$¢, ktéra nalezy dodaé do wyniku pomiaru, aby wyeliminowaé
systematyczny wplyw tego czynnika.

Dalszym czynnikiem wplywajacym na doktadno§é wyniku pomia-
rowego jest niepewno$¢ wskazafi samego woltomierza cyfrowego.
Dane takie s przewaznie zawarte w specyfikacji technicznej wolto-
mierza i s3 formulowane na przyklad w postaci nastepujgcej:

niepewnos$¢ pomiarn: +(% od wskazania + liczba kwantéw
wskazania)
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I tak np., jezeli w danych katalogowych bedzie podana nie-
pewnos¢ wskazafi dla zakresu 10 V (a taki zostanie wybrany - auto-
matycznie lub regcznie - zakres pomiaru Przy napigciu mierzonym
okolo 2 V), np. +(0,15% + 4), to wynika stad, Ze wynik pomiaru
2,164 V bedzie obarczony niepewnoscia bezwzgledna +(1,5 - 107 -
2,164 +0,004) = £(3,2 + 4) - 10° V =72 - 10°V = 7,2 mV:
odpowiednia niepewno§é wzgledna wyniesie wiec 7,2 : 2 164 =
3,3 -10° £ 0,33%.

Dalszym czynnikiem, ograniczajacym dokladno§é wskazaii wol-
tomierza cyfrowego, moze byé temperatura otoczenia oraz czas, jaki
uplynat od ostatniej kalibracji, po ktérej przyrzad speinial ww.
warunki dotyczace niepewnosci wskazad. Wszystko to moze mieé
dodatkowy wptyw powodujacy, Ze niepewnosé wyniku pomiaru be-
dzie wicksza.

Przykiad 3

Jako nastepny przykfad rozwazymy pomiar posredni oporu R, za
pomoca mostka Wheatstone’a (por. rys. 1). Nazwano ten pomiar
poSrednim, poniewaz wynik pomiaru uzyskuje si¢ w sposéb pofred-
ni, a mianowicie (jak wynika z teorii czteroramiennego mostka
Wheatstone’a) rezystancje mierzona R, = R, moZna wyznaczyé ze
wzoru:

R - && W)

gdzie:

R, - rezystancja stala,

Ry - rezystancja zmienna w sposéb ciagly (lub w bardzo drobnych
kwantach)

R, - rezystancja zmienna skokowo.
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Rys. 1. Uklad mostka Wheatstone’a

R,, R;, Ry i R, - rezystancie, WZ - wskaznik zera,
Z - irédio pradu statego

Tak wigc wynik pomiaru rezystancji R, uzyskuje si¢ po doprowa-
dzeniu mostka do stanu réwnowagi (za pomoca regulacji rezystancji
R, i po nastawieniu odpowiedniej wartosci rezystancji R,), co mozna
stwierdzi¢ po zaniku pradu we wskazZniku zera WZ. Wtedy nalezy
podstawié odpowiednie wartosci R,, R, i R, we wzorze (1) i wyzna-
czy¢ szukang (mierzong) warto§¢ rezystanciji R,.

W tym przypadku niepewno$¢ wyniku pomiaru rezystancji R,
bedzie zalezna od niepewnosci wyznaczenia trzech wyzej wymienio-
nych rezystancji, od resztkowych rezystancji doprowadzefi (przewo-
déw), a takze od "precyzji uchwycenia" momentu réwnowagi mostka,
tzn. od czutosci wskaZnika zera, i trafnosci jego uchwycenia przez
eksperymentatora oraz precyzji regulacji (chodzi tu o duza zdolnoéé
rozdzielczg rezystancji regulowanej R,).
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Jak wynika z tego przyktadu, niepewnosci pomiaru (lub wyzna-
czenia) rezystancji R,, R, i R, wplywaja w pewien spos6b na niepew-
no$¢ wyniku pomiaru rezystancji R,; wazna jest wiec znajomosé
pewnego ogélnego prawa propagacji niepewnosci pomiaru posred-
niego, tak aby mozna bylo postgpowaé w spos6b  konsekwentny
i jednolity niezaleznie od postaci funkcyjnej, wigzacej wielkosé
pomiarowg mierzong w sposéb posredni z wielkosciami mierzonymi
bezpodrednio (w niniejszym przyktadzie dotyczylo to zaleznosci
funkcyjnej wyrazonej wzorem 1).

Z tych kilku zaledwie przykladéw wynika w sposéb oczywisty,
jak skomplikowane i réznorodne moga byé sposeby analizy oraz
rachunku dotyczace oszacowania niepewnosci wyniku pomiaru,
Nalezy podkresli¢ z cata moca, ze wynik pomiaru, ktéremu nie potra-
fimy przyporzadkowaé niepewnosci, jest bezwarto$ciowy. Z drugiej
strony trzeba stwierdzi€, ze taka analiza nalezy do bardzo trudnych
1 delikatnych proceséw zwigzanych z mierzeniem, lecz jako$¢ jej
wykonania Swiadczy w giéwnej mierze o jakosci przeprowadzenia
catego eksperymentu pomiarowego. Im wyzszy ma byé poziom prac
metrologicznych, tym bardziej subtelny musi byé aparat analizy
bled6éw. Oddzielny problem stanowi skfadanie - sumowanie - niepew-
nosci czastkowych, pochodzacych od réznych przyczyn, czyli to, co
nazywamy oszacowaniem niepewnosci globalnej (tacznej, wynikowej,
catkowitej). Zaleca sig, aby w dokumentacji pomiaru podawa¢ caly
bilans niepewnosci i sposéb wyznaczania niepewno$ci globalnej;
w szczeg6lnosci dotyczy to prac kalibracyjnych, a wiec uwierzytel-
niania etalondw, ktérych sposéb dalszego wykorzystania nie moze
by¢ z gbry przewidziany. Dlatego tez lepiej, aby przyszly uzytkownik
takich narzedzi pomiarowych mégt - w zaleznoéci od potrzeby -
wykorzysta¢ rézne dane czastkowe dotyczace niepewno$ci pomiaru
1 pewnych wspélczynnikéw pokrycia stosowanych czesto przy szaco-
waniu niepewnosci globalnej.
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3. OGOLNE KONCEPCJE ANALIZY NIEPEWNOSCI

Jak juz wspomniano powyzej, niepewnos¢ pomiaru jest oszacowa-
niem tej czesci wyniku pomiaru, ktéra dotyczy przedziatu wartosci,
w obrebie ktdrego znajduje si¢ - z dostatecznie duzym prawdopodo-
bieristwem - poprawna warto$¢ mierzonej wielkosci.

Zanim przystagpimy do dalszej analizy, uczynimy pewna uwage
dotyczaca tradycyjnego sposobu ujmowania tego zagadnienia w do-
tychczasowej praktyce metrologicznej [3, 4]. Przede wszystkim da-
wniej nie stosowano w tym znaczeniu pojecia "niepewnosci pomiaru”,
lecz pojecie "blgdu pomiaru” rozumicjac przez to niezgodno$é wyni-
ku pomiaru z warto§cia wielko$ci mierzonej [11] i rozrézniano dwa
typy takich bledéw, a mianowicie: bledy systematyczne i bledy
przypadkowe. Przez blad systematyczny rozumiano blad, ktéry przy
wielu pomiarach tej samej wartoéci pewnej wielkosci, wykonanych
w tych samych warunkach, pozostaje staly, zaréwno co do wartosci
bezwzglednej jak i co do znaku, lub zmienia si¢ wediug okreslonego
prawa wraz ze zmiang warunkéw. Blad przypadkowy natomiast to
blad zmieniajacy si¢ w sposéb nieprzewidziany zaréwno co do warto-
§ci bezwzglednej, jak i co do znaku, przy wykonywaniu duzej liczby
pomiaréw tej samej wartoSci pewnej wielko§ci w warunkach prak-
tycznie niezmiennych.

W 1980 roku przedstawiono Miedzynarodowemu Komitetowi
Miar nowa propozycje dotyczaca wyrazania niepewnosci wyniku po-
miaru, ktéra zostata przyjeta przez Komitet w 1981 roku. Ze wzgledu
na wage sprawy przytacza si¢ jej tekst in extenso.

“I. Niepewno§¢ wyniku pomiaru zawiera na ogél wiele skiadnikow,
ktdre moina podzielic na dwie kategorie w zaleinosci od metody
stosowanej do oszacowania ich wartosci liczbowej:

A) takie, ktore wyznacza si¢ za pomocg metod statystycznych;
B) takie, ktdre wyznacza sig za pomocq innych metod.



13

Nie zawsze istnieje prosta odpowiedniosé¢ miedzy podziatem na
kategorie A lub B i podziatem na charakter “przypadkowy” lub
"systematyczny", stosowany dawniej do klasyfikacji niepewnosci.
Wyrazanie "niepewnos$é systematyczna" moze prowadzi¢ do
myinej interpretacji; nalezy go unikaé.

Kaidy szczegdtowy opis niepewnosci powinien zawieraé komp-
letny spis sktadnikow i wskazywaé dla kaidego z nich metode
stosowangq przy przypisywaniu im wartosci liczboweyj.

2. Skladniki kategorii A charakteryzujq sie wariancjami ekspery-
mentalnymi -(w prébee) s? lub odchyleniami standardowymi
eksperymentalnymi (w prébee) s, i liczbami V, stopni swobody.
W pewnych przypadkach nalezy podawaé kowananc;e ekspery-
mentaine (w prébce),

3. Skfadmkz kategorii B naleiy charakteryzowaé za pomocq wyra-
26w u?, ktére moina traktowaé jako proyblizenia odpawzedntch
wariancji, co do kidrych zaklada sig, ze istniejq. Wyrazy uj
moina uwaiaé a wariancje, a wyrazy u; - za odchylenia stan-
dardowe. W pewnych przypadkach kowariancje naleiy trak-
towaé w sposdb analogiczny.

4. Niepewnos¢ lgczng naley charakteryzowad wartoscig uzyskang
przez zastosowanie zwyklej metody skladania wariancji. Nie-
pewnos$é laczng, jak réwniei jej sktadniki, naleiy wyrazaé
w postaci odchyleri standardowych.

3. Jeieli w szczegdlnych zastosowaniach nalezy pomnoiyé przez
pewien czynnik niepewno$¢ taczng cheqe uzyskaé niepewnosé
globalng, to powinno si¢ zawsze podawaé wartosé liezbowg
tego czynnika'.

Tak wigc reasumujac mozna powiedzieé, ze warto§é poprawna
wyniku pomiaru uzyskuje si¢ przez dodanie do "surowego” wyniku
pomiaru wszystkich poprawek ujmujacych wszystkie znane lub wy-
znaczone systematyczne odchylenia ("bledy”). Natomiast niepewnosé
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te) warto$ci poprawnej nalezy charakteryzowaé za pomoca odpowied-
nich odchyleri standardowych, jak to podano w ww. tekécie zalecenia
Migdzynarodowego Komitetu Miar.

4, PRAWO PROPAGACJI NIEPEWNOSCI

Rozpatrzmy teraz ogélne prawo wigzace niewielkie przyrosty
{odchylenia, niepewno$ci) zmiennej wielkosci wyjSciowej - wyniko-
wej Y z przyrostami réznych innych wielkosci fizyczaych wejscio-
wych X; (i = 1,2,...,n). Zalézmy wigc, Ze istnieje funkcja G taka, ze:

Y = G(X,, Xpn Xy X.) s 2)

gdzie do wielkosci wejSciowych X; mozna zaliczyé dane pomiarowe,
dotyczace zaréwno pomiaru bezposredniego jak i posredniego, dane
zaznaczone w certyfikatach kalibracyjnych oraz dotyczacych zasto-
sowanych w danym pomiarze etalonéw, wielkosci wplywajacych
(np. temperatury), poprawek itp. Chodzi teraz o to, jak "przenosi si¢"
niepewnos$¢ (male wahania) wyznaczenia poszczegdlnej wielkoci
wejSciowej na wielko$é wyjéciowa, tzn. na warto§é wielko§ci mie-
rzonej (wynikowej).
Rozwijajac funkcje (2) w szereg Taylora (w otoczeniu punktu
X; = 0) uzyskamy:
u G 3)

AY a Y 7 ax,
i=1 aXi

gdzie dla uproszczenia pominigto wyrazy wyzszych rzedéw ze wzgle-
du na to, Ze interesuja nas w tym przypadku tylko niewielkie przy-
rosty zmiennych wejsciowych AX,. Podnoszac obie strony réwna-
nia (3) do kwadratu i pomijajac takze wyrazy wyzszych rzed6éw uzy-
skamy:
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2a%~ (3G Ay} s 3 [3G Ay ).¥~ (3G
(AY) };{[BXAX"] +E[ax AX*],-;(anAXf] (4)
J

i i=1 i

Nalezy sobie uprzytomni¢, ze wszystkie zmienne w tych rachun-
kach, tzn. AY oraz AX, s3 zmiennymi losowymi, reprezentujacymi
wahania (fluktuacje) wielkodci fizycznych, ktére utozsamiamy w tej
analizie z niepewno$ciami (zwanymi dawniej bledami przypadko-
wymi). Biorgc zamiast kwadratéw powyzszych zmiennych losowych
ich wartosci $rednie otrzymamy zamiast réwnania (4):

" (3G Y "8G
%=X (53;] A g—x~ -g—gox,w )
Fri
gdzie poszczeg6lna warto$¢ oczekiwania réwna sie”:
E[AYF = o, ©6)
tzn. réwna jest wariancji zmiennej losowej AY oraz
E[AX]? = oF, )
czyli réwna si¢ wariancji zmiennej losowej AX; i wreszcie
E[AX,-AX,] =0, , =0, (8)

a wiec réwna si¢ kowariancji dwuwymiarowej zmiennej losowej
(AX,, AX).

) Zaklada sig, ze warto$ci oczekiwane samych zmiennych losowych s3 réw-
ne zeru, tzn. ze B[AX]] = 0 1 E[AY] = 0.
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Dla wickszosdci przypadkéw praktycznych bedziemy musieli zas-
tepowaé rzeczywiste wariancje i kowariancje ich nieobciazonymi
estymatorami w probce, oznaczanymi dalej symbolami s. Tak wiec
zamiast wzoru (5) bedziemy w praktyce stosowali nastepujacy wzor:

2 (3G —~ 8G. 8G
s> (ax,] ; ax, ax, >’ ®
ixf

Zakladajac, ze mamy do czynienia z prébka m-elementowa, to
znaczy ze dla wielkoSci X; uzyskujemy v; = m wynikéw pomiaro-
wych” (pomiary powtarzane) X, Xp,..., X, 1 podobnie dia X; mamy
V; = m wynikéw x;, Xxp,..., X;,, mozna takie estymatory wyznaczaé

wedhlg nastgpujacych wzoréw:

oraz (i # j)

2l s8]

k=1 k=1

5. PRAKTYCZNE WSKAZOWKI DOTYCZACE OCENY
NIEPEWNOSCI WYNIKU POMIARU

Chcac uzyska¢ bardziej wiarygodny wynik pomiaru nalezy prze-
prowadzi¢ pomiary wielokrotne tej samej wielkosci bezposrednio
mierzonej. W ten sposéb przy m niezaleznych pojedynczych po-
miarach estymator x; poprawnej wielkodci X, wyraza si¢ przez war-

Vv jest symbolem liczby stopni swobody (por. pkt 3).
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to$¢ Srednia arytmetyczna poszczegdlnych wartosci pomiarowych
.x‘-k(k = 1,2,...,m):

X = Xy = - > 12
m

Z podstaw statystyki matematycznej wiadomo, Ze odchylenie
standardowe pojedynczego pomiaru mozna estymowaé pierwia-
stkiem z wariancji z préby s,; wykorzystnjac wzér (10), natomiast
odchylenie standardowe $redniej arytmetycznej x; (takze zmiennej
losowe;j!) mozna estymowaé wyrazeniem:

) (132)

S;ik ﬁ

W podobny sposéb dla kowariancji dwuwymiarowej zmiennej lo-
sowej (X, X;), z ktérych kazda stanowi warto$¢ rednia, otrzymamy:
S,

Cov () = 3 = 224 a3

Jezeli probka jest o matej liczebnosci (np. m < 10), to nalezy
wyrazenia (13) pomnozyé przez wspdlczynnik podany w tablicy 1.
Wspdiczynniki obowiazuja dla poziomu ufnosci 0,9545 (przedziat
dwusigmowy dla rozktadu normalnego) i sa oparte na rozkladach
normalnych i r - Studenta.

W przypadku gdy mamy do czynienia z pomiarem po$rednim,
zaleca si¢ dokonywaé pomiary powtarzane dla kazdej wielkosci X
oblicza¢ dla kazdej z nich warto§¢ Srednia wg wzoru (12) i wyzna-
cza¢ warto$¢ Srednia wielkosci wynikowej Y (por. wzér 2), podsta-
wiajac we wzorze (2) zamiast kazdej wielkosci X, jej estymator wy-
znaczony wg wzoru (12). W podobny sposéb nalezy czynié z ocena
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niepewnosci pomiaru, wyznaczajac wg wzoru (13) estymator odchyle-
nia standardowego $redniej arytmetycznej (po ewentualnym wymno-
zeniu przez odpowiedni wspélczynnik przy pomiarach o malej liczeb-
nofci) i stosujac wzér (9) dla oceny niepewnoéci (wariancji) wyniku
pomiara wielkoSci Y.

Tablica 1

Wartodci wspdiczynnika korekcyjnego wynikajacego
z malej liczebnosci prébki

Liczebnos¢ prébki m Wspélczynnik
2 7,0
3 23
4 1,7
5 14
6 13
7 L3
8 1,2
9 12

Jezeli w odniesieniu do pewnej wielkodci X; istnieje tylko jedna
warto§¢ pomiarowa, warto$¢ wyniku poprzedniego pomiaru, warto$¢
wzieta z literatury lub warto$¢ poprawki, to nalezy ja traktowaé jako
estymator x;. Nalezy réwniez wykorzystywaé warto§é odpowiedniej
wariancii 5,7, o ile jest ona podana lub da si¢ wyliczyé z jednoznacz-
nych danych dotyczacych niepewnodci. Jezeli takich danych nie ma,
to nalezy oszacowal wariancj¢ na podstawie do$wiadczenia.

Jezeli na podstawie doS§wiadczenia lub teorii moZna przyporzad-
kowaé jakiej§ wartosci X, okreslony rozklad statystyczny, to nalezy
wyznaczy¢ estymator odchylenia standardowego z zaleznosci:

S, =V, X, (14)

£ xi ]
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gdzie v, oznacza wsp6lczynnik zmiennoéci dla danego rozkiadu
zmiennej losowej X,, ktéry mozna traktowaé jako niepewnosé wzgle-
dng (odniesiong do wartosci pomiarowej x), tzn. odchylenie stan-
dardowe wzgledne.

Czesto zachodzi przypadek, ze dla danej wielkosci X; mozna tylko
oszacowa¢ dolny i gémy kres - granice, odpowiednio a,, oraz Gy A
to na przyktad miejsce, gdy w specyfikacji narzgdzia pomiarowego sa
podane w ten sposéb niepewnosci graniczne w okre$lonych warun-
kach albo gdy zachodzi regulacja temperatury w okreslonych grani-
cach. W takim przypadku nalezy oszacowaé warto$é pomiarowa
wyrazeniem:

X = l(a + @) (15)
] 2 id ig’ ?
tzn. warto$cig Srodkowa migdzy tymi granicami, natomiast wariancje
- Wyrazeniem:

(16)

gdzie podstawiono a, = 1/2 {(a;, - a;). Jak stad wynika, zaloZzono
w tym przypadku rozklad jednostajny (prostokatny).

Jak wynika ze wzoru (9), wariancja wielkosgci wynikowej dla
nieskorelowanych wielkosci wejéciowych wynosi:

2 " {aG 2
Sy = 2 (B_Xi] S - (17

i=1

Jezeli w szczeg6lnym przypadku funkcja G zawiera w sobie tylko
iloczyny lub ilorazy wielkosci wejSciowych (por. na przyklad
wzér 1), to latwo wykazad, ze wiedy wszystkie wyrazy
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CRE
ax,| |x,

i zamiast ze wzoru (17) dotyczacego wariancji mozna korzystac ze
WZOIU UPIOSZCZONego

n

U a

i=1

dotyczacego wariancji wzglednych, w ktérym zastosowano nastgpu-
jace oznaczenia:

s, = % (20)
¥y
oraz
s
- 1)
X

przy czym dla wyniku pomiaru obowiazuje zaleznosc

Y = G(x, % X,.0X,) (22)

W krajach, nalezacych do stowarzyszenia WECC (Western Furo-
pean Calibration Cooperation - Zachodnio-Europejska Wspolpraca
w Drziedzinie Kalibracji) przyjeto, ze w certyfikatach kalibracyj-
nych wystawianych przez laboratoria metrologiczne podaje si¢ jako
warto§¢ niepewnodci globalnej odchylenie standardowe (por. wzory
17 lub 19) pomnozone przez pewien wspdlczynnik pokrycia z = 2.
Tak wyrazona niepewno$¢ odpowiada wige przedziatowi dwusigmo-
wemu 1 w przypadku rozkladu normalnego jest.to réwnoznaczne
z przyjeciem poziomu ufnosci w przyblizeniu 95%.
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Jezeli migdzy wielkoSciami X, i X; istnieje pewna korelacja, to
wyznaczajac wariancje wg wzoru (9) nalezy uwzgledniaé réwniez
drugg sume, obliczajac odpowiednie estymatory kowariancji wg
wzoru (11).

6. PRZYKEADY OCENY NIEPEWNOSCI
WYNIKU POMIARU

Przyktad 4

Obiektem pomiaru ma byé woltomierz cyfrowy pradu stalego
o rozdzielczosci 1 mV, dla ktérego nalezy wyznaczyé poprawke oraz
niepewno$¢ wskazarfi przy napigciu wejéciowym 3 V. Zakladamy, ze
pomiar zostal wykonany w ukiadzie, ktérego schemat przedstawiono
na rys. 2. Jak stad wynika, uklad sklada si¢ - poza woltomierzem
badanym WB - z precyzyjnie regulowanego zasilacza pradu stalego Z
oraz z woltomierza kontrolnego WK - etalonu, ktérym jest wolto-
mierz cyfrowy o rozdzielczosci 0,1 mV, kiérego niepewnosé wska-
zaf powinna by¢ co najmniej trzy razy mniejsza od niepewnosci
wskazai woltomierza badanego. Podczas calego eksperymentu nalezy
utrzymywac napigcie wskazywane przez woltomierz WK o wartosci
3,0000 V. Niepewno§¢ wskazai woltomierza WK jest okreslona
nastepujaco:
- w clagu 3 miesigcy od czasu ostatniej kalibracji i w temperaturze

odniesienia 20°C niepewnos$¢ wskazan zawarta jest w przedziale

+(0,0072% wskazania + 2 kwanty),

- wspdlczynnik temperaturowy
+(0,0007% wskazania + 0,5 kwantu)/°C

Podczas pomiaru temperatura wynosita 25°C; woltomierz kontrol-
ny ma wazny certyfikat kalibracji, kt6ra byla przeprowadzona dwa
miesigce temu. Ze wzgledu na réwnolegle polaczenie woltomierzy
WK i WB ich opér wejsciowy nie wplywa na wyniki komparacji
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@] -[e] [

Rys. 2. Uktad kalibracji woltomierza WB

WEB - woltomierz badany, WK - woltomierz kontrolny, etalon,
Z - zasilacz regulowany

wskaza obu woltomierzy. Zaklada sie, ze za pomoca wylzcznika
uzyskano 5 niezaleznych pomiaréw - wskazari woltomierza WB, przy
czym wskazanie woltomierza WK bylo stale i wynosito 3,0000 V.
Wskazania woltomierza WB byly nastepujace:

X, =3012V
x5, = 3,008V
x5 = 3,001 V
X,=3019V
x5 = 3,006 V.

Warto$¢ Srednia (por. wzor 12)
- 1
X, =X, = EE X, = —5(3,012 + 3,008 + 3,001 +
k=1

+ 3,019 + 3,006) = 3,009 V . 23)

Poprawka woltomierza WB wynosi wigc (warto§¢ poprawna minus
wartos¢ wskazana) 3,000 - 3,000 = -0,009 V.
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Jak wiadomo, wartos¢ §rednia jest zmienna losowa, ktorej odchy-
lenie standardowe mozna oszacowaé wyrazeniem wg wzoru (13a).

Wyznaczymy najpierw wariancje pojedynczego pomiaru wg wzo-
ru {10)

S = 2 [(3012 3,009+ (3,008 - 3009¥ +

X

+(3,001-3,009) + (3,019 - 3,009)? + (3,006 -3,009)*] =
=45,7-10°6 V2 (24)

Poniewaz liczebno$¢ préby jest dosé mata (m = 5), wobec tego nalezy
pomnozy¢ tg ostatnia warto§¢ wariancji przez wsp6lczynnik 1,4° (por.
tabl. 1 w pkt. 5). Tak wiec ostatecznie przyjmujemy, ze:

s = 457-10°-14% = 89,5 -10°6V2 (25)

czyli odchylenie standardowe

s, =95-10°%Vv. (26)

Zgodnie ze wzorem (13a) odchylenie standardowe wartofci $redniej:
_95-1073
S T T

V3

Wyznaczymy teraz niepewno$¢ wskazania etalonu - woltomierza
kontrolnego. Jak wynika z danych technicznych tego woltomierza,
niepewno$¢ jego wskazan wynosi przy wskazaniu 3,0000 V

=42-10° Vv, 27)

+(0,0072%3+2) = £(7,2-105:3+2-10°H V =
=+(2,2+2)-10%V =3142-10"V, (28)



a zgodnie ze wzorem (16)
_42-10™

S < \fi

=24-10*V. (29)

Zgodnie z wymaganiami technicznymi na woltomierz kontrolny
dochodzi do tego niepewno$é wskazai zwiazana z tym, Ze pomiar
wykonujemy w temperaturze rézniacej sig¢ o 5°C od temperatury
odniesienia, przy ktérej zostala przeprowadzona ostatnia jego kali-
bracja. Niepewno$¢ ta wynosi wigc:

+(0,0007% +3+0,5)-5V=4(7-10%-3-5+0,5-5)V =
=+(1,0+2,5)-10*V=235:10"*V, (30)

a zgodnie ze wzorem (16)

_35:10*

x3 ‘/g

=20-10*V. (31)

Niepewnos¢ wskazan etalonu wynosi wiec (jako odchylenie standar-
dowe):

52 +s% = 24822104 =3,1-10¢v., G

Tak wigc ostatecznie odchylenie standardowe odpowiadajace nie-
pewnoSci wskazania 3,0000 V przez woltomierz kontrolny wynosi:

s=ys2 +s?=/a25 100 +3,17- 107 =42-10% v, (3
1%

a wi¢c niepewno$¢ wskazai samego etalonu nie ma praktycznego
wplywu na ocen¢ niepewno$ci wskazai badanego woltomierza.

Uwzgledniajac wreszcie wspélczynnik pokrycia z = 2 uzyskamy
niepewnos¢ globalna:
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n=tsz=:2-42-10°V=+84.107V (34)
Ostateczny wynik pomiaru wskazany przez woltomierz badany
mozna wigc zapisaé nastgpujaco:
% =(3,009+84-10%)V = 3,009(1 :+2,8-10%)v, (35
a wigc tym woltomierzem mozna mierzy¢ warto$é poprawna po za-
stosowaniu wyznaczonej poprawki ze wzgledng niepewnoscia wska-
zan +0,28%.
Przykiad”

Jezeli do zawieszonego jednym koficem drutu o promieniu r
i dlugosci ! przylozyé moment sity M, to kat skrecenia ¢ mozna
wyrazi¢ wzorem:

2IM
¢ = s (36)
knr®

gdzie k oznacza modut sprezystosci drutu wyrazony w niutonach na
metr kwadratowy i radian - N * m? - rad’. W rezultacie pomiaréw
wstepnych uzyskano nastgpujace wyniki wielkosci pomocniczej p =
@/M: 4,00; 3,98; 4,02; przy czym przyblizone wartosci wielkosci
geometrycznych wynosity: r = (1,0 20,1) mm, a / = (50 £1) cm.
Promieri drutu zmierzono suwmiarka, natomiast jego diugosé - linijka
centymetrows. Nalezy zalozy¢, ze wszystkie poprawki sa pomijalnie
male w por6wnaniu do niepewno$ci pomiaru. Celem pomiaru jest
wyznaczenie wartosci modutu sprezystosci k i okreSlenie jego nie-
pewnosci.

" Przyklad zaczerpnieto z [16].
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Warto$¢ $rednia pomocniczej wielkosci p wynosi:

P= % (4,00 + 398 + 4,02) = 4,00 7

a jej odchylenie standardowe (por. wzory 10 i 13 oraz wspélczynnik
w tabl. 1 w pkt. 5):

SI_’ =J i [(4,00 _4,(K))2+ (3 ,98 -4,00)2+ (4,02 "4,00)2] '233 =0=026s

23
(38)
a wigc odchylenie standardowe wzgledne
o' = _3__5 _ 0,026 _ 0,0065. (39)
P p 4.0

Biorac pod uwage graniczne niepewnosci pomiaru diugosci - pro-
mienia r i dlugodci drutu / - mozna wyznaczyé réwniez analogiczne
odchylenia standardowe wzgledne (por. wzdr 16):

ot
(40)
s =t = ? - 0,058
r
Ooraz
1
s @1
s =3 2B gous.
150
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npr
ne czastkowe (por. wzér 9):

Pamietajac, ze k- , mozna wyznaczy¢ odpowiednie pochod-

o _2 1 _k (42)



& _2 1 1) & 43)
g A p2 P
Ok _ 2 1 4r%}y _ _4k (44)
or np r r’

Przyjmujac, ze wielkosci p, ! i r s3 niezalezne, mozna zgodnie ze
wzorem (9) napisaé:

2 2 2
sg=Lg. kg, 168 . (45)
12 52 P r2
lub
2 2 2 2
B 5, 55 S, . ’ ,
G T BT S 6 e 166,

=0,0115% + 0,0065” + 16 -0,0582 = (132 + 42 + 53800) -10° (46)

Z tej wstepnej analizy i prébnych pomiaréw wynika, ze decy-
dujacy wplyw na niepewnos$é wyznaczenia wartoéci moduhy sprezy-
stofci k bedzie miala niepewnosé wyznaczenia promienia drutu r.
Chcae wige zmniejszy¢ niepewnosé pomiaru, nalezy dokladniej mie-
rzyé ten promiefi i przeprowadzi¢ pomiary powtarzane o liczno-
§ci, np. 15. Checac uzyskaé wieksza dokiadnosé pomiaréw promie-
nia, trzeba bedzie zwickszyé rozdzielczosé przyrzadu pomiarowe-
g0, €0 mozna uzyska¢ mierzac promiefi drutu $ruba mikrometryczna
(rozdzielczo$é 0,01 mm). Wyniki tych pomiaréw zestawiono w ta-
blicy 2.

Warto$¢ $rednia

F=-1—E r, = 1,00 mm , 7
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a jej odchylenie standardowe

. 2 _ 18'10_4 = .10-3 48
7 \J14152(" n J14-15 29107 mm - (35)

i wzgledne odchylenie standardowe

’

~ 1%

=29-107 (49)

Tablica 2

Wyniki pc;wtarzanych pomiaréw promienia drutu
za pomoca §ruby mikrometrycznej

k 7 re-r (r, - r* - 10
1 1,01 0,01 1
2 1,00 0,00 o
3 0,99 -0,01 1
4 0,98 -0,02 4
5 1,00 0,60 0
6 0,99 -0,01 1
7 1,01 0,01 1
8 1,02 0,02 4
9 0,99 -0,01 1
10 1,01 0,01 1
11 0,99 -0,01 1
12 1,00 0,00 0
13 1,01 0,01 1
14 1,01 0,01 1
15 0,99 -0,01 1
z 15,00 0,00 18
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Tak wigc teraz wyrazenie (46) przybierze warto$é:

(5,") = 0,0115% + 0,0065 + 16 -(2,9-10%)? =
= (132 + 42 +135)-10°5 = 309 -10°6 (50)

i ostatecznie wzgledne odchylenie standardowe:
s, = y309-10° = 17,6 - 107 ¢ 1,76%. G

Poprawna warto$é wyniku pomiaru jest réwna:

k== — ==—2— =796-1° N-m?-rad. (52)

Wynik korficowy zapisujemy wigc ostatecznie w nastepujacej
postaci (wspélczynnik pokrycia z = 2):

k=79,6-10° (1 2 -0,0176) = 79,6 - 10° (1 £0,035) N -m2 -rad =
=(79:10°:2,8 -10% N -m2 - 1ad. (33)

Przykiad 6

Zadanie polega na pomiarze mocy P traconej w pewnym odbior-
niku (por. rys. 3). Woltomierzem V bedziemy mierzyli napigcie na
odbiomiku U; w pozycji 1 przetacznika i tym samym woltomierzem
V bedziemy mierzyli - w sposéb posredni - prad 7 ptynacy przez ten
odbiomnik jako iloraz napiecia U, w pozycji 2 przefgcznika przez
opér r. Zakladajge, ze opér r = 10 Q = const (wartosé poprawna)
oraz, ze oplr wejsciowy woltomierza V jest znacznie wigkszy od
oporu r oraz oporu odbiornika, nalezy wyznaczy¢ poprawng wartoéé
mocy P traconej w odbiorniku, jezeli wyniki m = 10 pomiaréw
powtarzanych napigé U, i U, byly nastgpujace:
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Nr pomiaru Napiegcie u,, Napigcie u,,
k (wolt) (wolt)
1 20,1 1,00
2 20,0 1,00
3 20,2 1,01
4 19,9 1,00
5 20,0 0,99
6 20,1 1,01
7 19,9 0,98
8 19,8 0,99
9 20,1 1,02
10 19,9 1,00
r I
o 1>
v Uy

U P
2 [] Odbiornik
P

Rys. 3. Uklad elektryczny do pomiaru mocy P
traconej w odbierniku

I - prad, P - moc tracoena w odbiornika, r - opdr, V - wolto-

mierz, U, - napigcie wskazywane przez woltomierz V w pozy-

cji 1 przelacznika, U, - napigcie wskazywane w pozycji 2
przetacznika

Nalezy zalozyé¢, ze w ww. wartofciach napie¢ uwzgledniono juz
poprawki. Jak stad widaé, nalezy sig liczyé ze znaczna korelacja
wskazan napig¢ U, 1 U,, poniewaZ s3 one mierzone tym samym wol-
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tomierzem. Tak wigc oprécz poszczegélnych wariancji bedziemy
prawdopodobnie musieli uwzglednié réwniez kowariancje. Wyniki
posrednich obliczeri zestawiono w tablicy 3.

Tablica 3

Wyniki posrednich obliczeri dotyczacych pomiaréw napieé

ko uye | uyety | gy Uy Uyl | (inily)? (Ui, )ty
1201 0,1 0,01 1,00 0,00 | 0,0000 0,000
21200 0,0 0,00 1,00 0,00 | 0,0000 0,000
3 (202 0,2 0,04 1,01 0,01 | 0,0001 0,002
41199 | -0, 0,01 1,00 0,00 ! 0,0000 0,000
51200 0,0 0,00 | 0,99 -0,01 | 0,0001 0,000
6| 20,1 0,1 0,01 1,01 0,01 | 0,0001 0,001
71199 -0,1 0,01 0,98 -0,02 | 0,0004 -0,002
8| 198 0,2 0,04 | 0,99 -0,01 | 0,0001 0,002
91 20,1 0,1 0,01 1,02 0,02 | 0,0004 0,002
1011991 -0, 0,01 1,00 0,00 | 0,0000 0,000
% |200,0 0,0 0,14 (10,00 0,00 { 0,0012 0,005

Podstawowe réwnanie pomiaru jest nastepujace:

U,
P =GWU,U,) = 1r 2, (54)

gdzie moc P wyrazana jest w watach, napiecia U, i U, - w woltach,
a opor r - w omach.
Wartoéci $rednie réwnaja sie odpowiednio:

= 290 500 v (55)
10
oraz
n, =290 . 100V (56)
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Poprawna warto$¢ mocy P réwna sig wiec:

5 - My | 200-100 _ o0 o
r 10 ’ '

Zgodnie ze wzorem (9) wariancja tej wielkosci
2 2 .
s.? = a_G ‘sl:2+ _a._G._. 'S—2 ::2_aG-aG .S-l?.
? oy, 1 ou,) = eu, au, *

Pochodne réwne sa:

G LTI §
aU - r r 10
U=y
oraz
U
96 S B 20, 0
al. r r 10
Upmay
Wariancje
E ("uc_am)z
2 . - 914 _ 500155 V2,
“a m{m-1) 10-9
m —
E (”21:'”2.&)2
s = K - 00012 4 6000133 V2
2t m(m-1) 109
oraz kowariancja
m — —
E gy (g =iy
§2, = ki - 9005 _ 4,0000555 V2.

2" m(m-1) 109

7

(8

(39)

60) -

(61)

(62)

(63)
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Uwzgledniajac ww. wartoici we wzorze (58) otrzymamy:

) |
s2=[-L]-0,00155 + 22 -0,0000133 + 2 - L -2 -0,0000555 =
» “{10 10

= 0,0000909 W2, (64)

a wigc odchylenie standardowe
s; = y/0,0000909 = 0,00953 W. (65)

Tak wigc ostateczny wynik pomiaru mocy P jest nastepujacy:

P =p 25 = (2 £2-0,0095 W = (2 :0019) W =
= 2(1 +0,0095) W (66)

7. SCHEMAT PROCEDURY
WYZNACZANIA NIEPEWNOSCI WYNIKU POMIARU

Ponizej zrekapitulujemy instrukcje” dotyczaca sposobu postgpo-
wania przy wyznaczaniu niepewno$ci wyniku pomiaru.

a) Zalezno§¢ wielkosci mierzonej (wielkosci wyjsciowej) Y od
wielkoSci wejSciowych X, nalezy wyrazaé w postaci mate-
matycznej odpowiednio do réwnania (2). Ta zalezno§é w przy-
padku poréwnania dwéch etalonéw moze byé bardzo prosta, np.
Y=X+ AX.

b) Nalezy wyznaczyé wszystkie niezbedne poprawki i wnieéé je do
wszystkich znanych systematycznych odchylei pomiarowych.

c) W zestawieniu niepewnosci nalezy przytoczy¢ wszystkie sktadniki,
ktére pochodzg zaréwno od pomiaréw powtarzanych, jak i od

" Tekst tej instrukcji oparto na [6].
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wynikéw poprzednich pomiaréw, od poprawek oraz wielkosci
wplywajacych.

d) Dla wielkoSci mierzonych wielokrotnie nalezy obliczaé¢ wariancje

sz zgodnie ze wzorem (13a) lub kowariancje sz; zgodnie ze wzo-

rem.(13b), o ile wykonano co najmniej dziesigé pojedynczych
pomiardw; jezeli jest to niemozliwe, nalezy stosowaé wspélczyn-
nik podany w tablicy 1 w pkt. 5.

e) Dla pojedynczych wartosci, np. dla wynikéw poprzednich pomia-
réw, wartoéci poprawek, warto§ci wzigtych z literatury itp., nalezy
stosowaé wartosci wariancji, o ile sa one podane lub daja sie
obliczyé. Jezeli nie zachodzi ten przypadek, to nalezy te wariancje
oszacowywaé na podstawie do§wiadczenia.

f) Dla wielkoéci wplywajacych, ktérych funkcja rozkiadu jest znana
Iub moze byé zalozona, nalezy wyznaczy¢ wariancje odpowiadaja-
ca temu rozkladowi. Jezeli mozna podaé tylko dolna i géma gra-
nicg lub mozna je oszacowaé, to nalezy obliczy¢ wariancje zgod-
nie ze wzorem (16).

g) Wariancjg wielko§ci wynikowej sy2 nalezy oblicza¢ zgodnie ze
wzorem (9).

h) Niepewnoéé globalna wzyskujemy przez pomnozenie odchylenia

- standardowego s, przez wspélczynnik pokrycia z = 2.

i) Wynik pomiaru nalezy przedstawiaC w postaci y +2 s,, gdzie y
oznacza warto$¢ poprawna wielko$ci mierzonej, a s, - odchylenie
standardowe tej wielkosci.
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