Prawdopodobieristwo przejscia i efektywna liczba
probek cyfrowego sygnatu z multipleksacjg OF DM

CAdam Rudziriski )

W artykule przedstawiono wyprowadzenie wyrazenia opisujqcego efektywnq liczbe probek sygnatu cyfrowego

z multipleksacjq OFDM. Wyprowadzenie oparte jest na obliczeniu prawdopodobieristwa przejscia dla tego
sygnatu. Otrzymane wyraZenie wskazuje wprost zaleznosci miedzy efektywnq liczbg probek a parametrami sygnatu
1 stanowi uzupetnienie modelu teoretycznego.
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Wprowadzenie

Obecnie wykorzystuje si¢ wiele réznorakich urzadzen cyfrowych wytwarzajacych i przetwarzaja-
cych réznego rodzaju informacje. Urzgdzenia te przesylajg miedzy sobg dane, kodujac je w postaci
sygnaldw, ktére przenoszone sg przez obiekty fizyczne, takie jak pola czy prady. W ostatnich latach
duza popularno$¢ zyskata technika kodowania nazywana ortogonalng multipleksacja w dziedzi-
nie czestotliwosci OFDM (orthogonal frequency division multiplexing), opracowana okoto 40 lat
temu [1]-[3], a obecnie stosowana, np. w bezprzewodowych sieciach lokalnych WLAN czy naziemnej
telewizji cyfrowej DVB-T. Metoda ta polega na kodowaniu przesytanych danych na podnosnych

o roznych czestotliwoSciach, ktére dobiera si¢ tak, aby byly one ortogonalne w przedziale czasu
odpowiadajgcym jednemu symbolowi. Cechuje si¢ ona odpornoscig na propagacje wielodrogowa, ale
niesie ze soba specyficzne problemy, zwigzane np. z duzym stosunkiem mocy szczytowej do mocy
Sredniej wytwarzanych sygnalow.

Niezbednym etapem w transmisji jest konwersja sygnatu z postaci cyfrowej (wlasciwej urzadzeniu) do
postaci analogowej (fizycznej), ktéra dokonuje si¢ w przetworniku cyfrowo-analogowym (C/A). Nada-
wany sygnal analogowy jest zblizony do postaci idealnej, ale zawsze zawiera r6znego rodzaju szumy
i znieksztatcenia. W szczegdlnosci, sygnal z multipleksacja OFDM podlega ograniczeniu do zakresu
przetwornika [4] oraz kwantyzacji i znieksztalceniu przez niedoskonatosci odwzorowania poziomow
przetwornika [5, 6]. Degradacja sygnalu wskutek tych efektéw jest zalezna od jego mocy, rozdziel-
czosci przetwornika C/A (narzucajacego precyzje reprezentacji liczb), nieliniowosci przetwornika C/A
oraz liczby probek sygnatu. Ogélny model matematyczny uwzgledniajacy te efekty przedstawiono
w artykule [6]. Pokazano tam takze, ze wplyw przetwornika (tj. szum kwantyzacji i znieksztalcenia
nieliniowe) mozna zmniejszaé przez zwigkszanie liczby prébek sygnatu (nadprébkowanie), przy czym
znieksztalcenia nieliniowe podlegajg zmniejszeniu tylko czgsciowo i zalezg od zdefiniowanej w [6]
efektywnej liczby probek.

W artykule [6] efektywng liczbe prébek wyznaczano na drodze symulacji numerycznych, natomiast
w tym artykule jest przedstawione wyprowadzenie przyblizonego, ale dosy¢ dokladnego wzoru
wyrazajacego te wielko$¢ przez parametry sygnatu i przetwornika. Wyprowadzenie to opiera si¢
na obliczeniu prawdopodobienstwa przejscia dla sygnalu, tj. prawdopodobieristwa tego, ze w dwdch
okreslonych chwilach sygnat przyjmuje zadane wartosci. Otrzymany wzdr, co jest wlasciwe wyrazeniom
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analitycznym, pokazuje wprost zalezno$¢ od parametréw sygnatu (czesciowo zdeterminowanych przez
przetwornik C/A) i w ten sposob stanowi kompletny opis jednego z mechanizméw wystepujacych
w zagadnieniu przetwarzania sygnaléw cyfrowych do postaci analogowe;.

Definicje i zalozenia

Rozwazany jest rzeczywisty, cyfrowy sygnal z multipleksacja OFDM, podawany na przetwornik
C/A o rozdzielczosci n bitéw. Sygnal taki powstaje w wyniku dyskretyzacji i kwantyzacji idealnego
przebiegu symbolu OFDM, utworzonego przez ztozenie K zmodulowanych podno$nych:

K

x(t) = ZAkcos(cokt-i—(l)k). (1)

k=1

Symbole na poszczegdlnych podnosnych koduje si¢ poprzez ich amplitudy Ay i fazy ¢y, ktére sg
stale w czasie trwania symbolu OFDM, wynoszacym Ts. Dla uproszczenia wyprowadzeri zostanie
przyjete, ze Ay i O sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, amplitudy Ay € Ry a ich rozklady
prawdopodobieristwa sa jednakowe, fazy ¢, za$ majg rozklad jednostajny na podzbiorze przedziatu
[0;2) oraz dla kazdego k zachodzi (e/%) = (e%®%) = 0. Pulsacje podno$nych w; dobrane sa w taki
spos6b, aby odpowiadajace im przebiegi byly ortogonalne na przedziale o dlugosci réwnej czasowi
trwania symbolu OFDM. W wyprowadzeniach wystarczy ograniczy¢ si¢ do pojedynczego sym-
bolu OFDM. Pomini¢ta zostaje skladowa stala, ktéra jest w przedstawionym wyprowadzeniu nie-
istotna; wéwczas mozna przyja¢ oy = kw;, gdzie ®; = 21n/Ts. Przy przyjetych zatozeniach $redni
kwadrat <A£> ma jednakowa wartos$¢ dla kazdej z podnosnych, a wiec Srednia moc symbolu OFDM

wynosi
o2 — AL, )
2
Zdyskretyzowang postacig rozwazanego symbolu OFDM jest cigg
xi =x(iT), i=0,1,...,Ns—1, 3)

gdzie: i indeksuje kolejne prébki, T = Ts/Ns jest okresem prébkowania, Ns — liczbg probek. Gestosé
dyskretyzacji (nadprébkowanie) okresla stosunek Ns/K, ktéry — przy spelnieniu kryterium Nyquista —
wynosi co najmniej 2. Sygnat x; mozna z dobrym przyblizeniem traktowac jako proces stochastyczny,
ktérego prébki sg niezaleznymi zmiennymi losowymi. Z centralnego twierdzenia granicznego wynika,
ze gestos¢ prawdopodobienistwa przyjecia przez probke wartosci x dana jest rozkladem Gaussa

z wariancja okreslong przez Sredniag moc sygnatu (2):

1 2
Plx;=x) = T exp(—%) . 4)

W urzadzeniach cyfrowych liczby reprezentowane sg ze skoniczong doktadnoscia, w szczegélnosci prze-
twarzanie przez przetwornik C/A o rozdzielczosci n bitéw najwygodniej jest modelowaé jako zaokragla-
nie (kwantyzacje) sygnatu wejsciowego do wartosci catkowitych ze zbioru Z, = {—2"1,... 271 — 1},
zwanych dalej poziomami. Dzigki temu sygnal wyjSciowy mozna wprost (bez dodatkowych prze-
skalowan i przesuni¢¢) poréwnywaé z sygnatem wejSciowym. Amplituda sygnatu wyjsciowego jest
ograniczona, co powoduje ograniczanie fragmentéw sygnalu wejSciowego przekraczajacych te wartosé.
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Moc sygnatu mozna odnie$é do zakresu przetwornika definiujac wspétczynnik o = 2"~! /6. Wartos¢
tego wspotczynnika okresla zakres dynamiczny sygnatu, a w praktyce rozsgdnym wyborem jest o = 4.

Wedlug powyzszych ustalefl, aby otrzymac cyfrowg reprezentacje przebiegu symbolu OFDM nalezy
podda¢ go kwantyzacji, ktora przeksztatca go do postaci schodkowe;j

x?:xi+A?, gdzie x?eZn: |x?—x," :;Ielizn|y—x,-|, (5)
n

A? za$ jest bledem (szumem) kwantyzacji. Prawdopodobienstwo przyjecia tej samej wartoSci
przez kolejne prébki sygnatu cyfrowego x{ jest niezerowe, a jak pokazano w [6], ma to wplyw na
szybkozmienng czgs¢ znieksztalcer nieliniowych powodowanych przez przetwornik C/A. Pokazano tam
takze, ze cze$¢ szybkozmienna tych znieksztalceri zalezy od efektywnej liczby probek, zdefiniowanej
jako

Ns

Nett = — 6
eff <L>) ( )
gdzie (L) jest srednig diugoscig stalego podciagu w sygnale x? (zatem N wyraza liczbe zmian
warto$ci probek w przebiegu sygnalu cyfrowego. W skrajnych przypadkach: Neg = Ns gdy Zadna
prébka nie jest réwna poprzedniej, a Negr = 1 gdy sygnat jest staly i wszystkie jego probki majg
jednakowa warto$¢). Wygodnie jest postugiwaé sie znormalizowang efektywng liczbg probek Negr/Ns,
ktéra przyjmuje wartosci od 1/Ns ~ 0 do 1.
W artykule [6] znormalizowang liczbe préobek wyznaczano numerycznie. Zauwazono takze, ze
wszystkie otrzymane krzywe mozna ,,dopasowac”’, wyrazajac je w funkcji wielkosci, ktéra mozna by
okresli¢ jako ,,zredukowana rozdzielczo$¢”

N,
v:n—log2?5. (N

Przedstawione dalej wyprowadzenie pozwala otrzyma¢ wzor dosy¢ doktadnie odtwarzajacy te wyniki.
Jego pierwszym krokiem jest obliczenie prawdopodobieristwa przejscia dla rozwazanego sygnatu.

Prawdopodobienstwo przejscia dla sygnalu OFDM

Prawdopodobienstwem przej$cia nazywa si¢ prawdopodobienistwo przyjmowania przez kolejne prébki
sygnalu zadanych wartos$ci. Zakladajac, ze wlasSciwosci statystyczne sygnalu nie zmieniajg si¢ w czasie,
prawdopodobiefistwo przejscia dla sygnatu cyfrowego x] jest zdefiniowane jako

Pi(p.p)=P0g=p A xI=p). (8)

Analogicznie, dla sygnatu x;, ktéry przyjmuje wartosci ze zbioru ciaglego, zdefiniowana jest ggstos¢
prawdopodobieiistwa przejscia

P(po,p1) =P(xo=po N x1=p1). 9

Miedzy tymi wielkoSciami zachodzi w oczywisty sposéb zwigzek:

) p+3 P43
2ipp) = [ dpo [ oo, (10)
P

1 1
P=3 2
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Wyrazajac prawdopodobieristwo koniunkcji przez prawdopodobieristwo warunkowe mozna napisac:
P(po, p1) = P(x1 = p1|xo = po) P(xo = po) - an

Czynnik P(xg = pp) wyraza si¢ wzorem (4), natomiast wyrazenie na P(x; = p1|xp = pp) mozna
wyprowadzi¢ definiujac

w(t) = x(t) — xo :kiRe {Akej¢k (ei‘”k’ - 1)} (12)

Woéwczas
P(x1 = p1|xo = po) = P(w(T) = p1 — po|xo = po) - (13)

Poniewaz w(T) jest kombinacjg liniowa wielu niezaleznych zmiennych losowych, z centralnego
twierdzenia granicznego wynika, ze prawdopodobieristwo przyjecia przez w(T) okreSlonej wartosci
dane jest rozktadem Gaussa:

21 =)= A ewp 2= ). (14

w

(wyprowadzenie w dodatku). (15)

Zaniedbujac zaleznos¢ statystyczng migdzy w(7T') i xo, mozna przyblizy¢ szukane prawdopodobieristwo
warunkowe: P(w(T) = p1 — po|xo = po) = P(w(T) = p1 — po). Wwczas:

1 (p1=po)° i
P ~ - - o 16
(po.p1) 27G,,0 xp ( 202, P\ Tos2 ) (16)
a zatem:
1 Pty [ RAWLEE (p1—po)’
P4 1 — / d _ o / d —_ . 17
() = 50s by poexp< 207) ),y dPrexp 257 (17)

Calke po p; mozna wyrazi¢ za pomocg funkcji btedu

erf(x) = % /0 “dre (18)

po czym otrzymuje sie:

1l i P'—pots P'—po—3
P9 ':7/ d R S e R | T
(p.7) 2v2n62 Jp-1 poexp( 262) |\ o2 N o2 19

]
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Poniewaz warto$¢ skuteczna sygnalu ¢ > 1, mozna przyjaé, ze przedzial calkowania po pg jest na tyle
waski, ze funkcja podcalkowa jest w nim praktycznie stala, wtedy ostatecznie:

1 P P —rtsy P=r—3
Pi(p,p) ~ ——— - fl| ——=2 | —erf| ———=2 | |. 20
(pvp) 9 /—27[3(52 eXp( 2(52> [er < GW\/E er Gw\/i ( )

Wynika stad, ze warto$¢ sygnatu nie zmienia si¢ z prawdopodobiefistwem

1 p? 1
q = - .
Pp,p) 5 exp ( o > erf(26w\/§) 21)

Efektywna liczba probek cyfrowego sygnalu OFDM

Numerycznie, efektywng liczbe probek sygnatu cyfrowego x? mozna policzy¢ Sledzac przebieg
realizacji tego sygnalu i zliczajac zmiany wartoSci prébek. Postepowaniu takiemu odpowiada
nastepujaca definicja tej wielkoSci:

N = <1+NE1<1—SX?1X?)>. (22)

i=1

Sumowane wyrazy z deltami Kroneckera przyjmujg warto$§¢ 0 gdy kolejne dwie probki sa réwne,

przy zalozeniu niezmiennosci wlasciwosci statystycznych sygnatu, wynik takiego testu nie zalezy od
tego, na ktérych probkach zostaje on dokonany. Dlatego, korzystajac z liniowosci operatora wartosci
oczekiwanej, przy przyjetych zatozeniach dochodzi si¢ do wyrazenia na znormalizowang efektywna

liczbe prébek:
Negt 1
Ns (“ﬁs) (3a1): @3)

Wartos¢ oczekiwang <6x3x‘}> mozna obliczy¢ znajac prawdopodobienstwo przejscia dla sygnalu
cyfrowego:
2)17171

<5xgx?>= Y Pp.p). 24)

[):*2”_1

Wtedy:

n—1
~1-— erf 2 expl —=— | —1]. (25)
Ns V27162 26,,V2 pzz"o P{ 7252

Funkcja wyktadnicza pod suma maleje na tyle powoli, Zze sume po poziomach mozna dobrze przyblizy¢

przez catke:
2l 2 on—1 2 2 n—1
p p |G 2
2‘ _2 ) d ) =/ =erf 26
eXp( 262> /o pexP( 262> 2" (cx/§> 20

p=0

co prowadzi do wzoru w zamknigtej postaci:

Nett ~1 —erf(
Ns

ZGJﬁ) [erf(%) - \/2;7} ' @7)
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Wyrazenie to stanowi ostateczny wynik wyprowadzenia. Jego poréwnanie z wynikami numerycznymi
pokazane jest na rys. 1 oraz rys. 2. Jak wida¢, wzor ten w wigkszosci przypadkéw daje bardzo dobre
wyniki, istotniejsze niedoktadnosci wystepuja jedynie przy bardzo matej rozdzielczosci n polaczonej
z bardzo duzym nadprébkowaniem Ns /K, co odpowiada ujemnej rozdzielczosci zredukowanej v.

1.0
G
0.8¢]
0.6
<
= 04 |f
(]
0.2
O numeryka
e — wyprowadzenie
0 1 1 | 1
6 8 10 12 14 16

Rys. 1. Znormalizowana efektywna liczba probek sygnatu Neg/Ns w funkcji rozdzielczosci przetwornika n:
porownanie wynikow numerycznych z pracy [6] i wyprowadzonego wzoru (27).

1.0 I
0.8 |
06 |
=]
-
04 |
02 J O numeryka
1] _I_,-"' — wyprowadzenie
0 — J
-2 0 2 4 6 8 10 12 14

v

Rys. 2. Znormalizowana efektywna liczba probek sygnatu Neg/Ns w funkcji zredukowanej rozdzielczosci
przetwornika v: poréwnanie wynikow numerycznych z pracy [6] i wyprowadzonego wzoru (27).

Wyprowadzony wzér (27) warto podda¢ pewnym uproszczeniom, aby mozna byto wyrazniej zauwazyé
zwiazki migdzy réznymi parametrami. Postepowanie takie ma sens w obszarze, w ktérym zgodnos¢
wzoru z odtwarzanymi wynikami nie budzi zastrzezen, tj. przy v > 0. Powszechnie uznane jest

TELEKOMUNI
1 TECHNIKI INFORM
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przyjmowanie o ~ 4, a dla tej wartosci erf ((x/ \/f) ~ 1. Od n zalezy tylko drugi wyraz w nawiasie,
odwrotnie proporcjonalny do G, czyli malejacy jak 27". Wyraz ten jest maly i mozna go pomingé.
Rozwijajac funkcje trygonometryczne w wyrazeniu (15) na 62, do dwéch pierwszych wyrazéw szeregu
Maclaurina, a nastepnie zostawiajgc jedynie wyraz wiodgcy, otrzymuje si¢

2"t [ Ns -1 oovg
oy~ —— | — =—. 28
Y o3 ( KT) o3 (28)

Dla matych warto$ci argumentu x funkcja btedu erf(x) a2 2x/+/T, zatem dla v > 0 dochodzi si¢ do
Uproszczonego wWzoru:

Nefle a3 Ns_1 a3

Ns ool K o

Doktadno$¢ tego wzoru jest mala przy v = 0, ale szybko rosnie dla coraz wiekszych v. Brak zaleznosci
od n i Ng/K innych, niz przez v, thumaczy polozenie wynikéw wzdtuz jednej krzywej (rys. 2).

(29)

Podsumowanie

Wyprowadzone wyrazenie (27) umozliwia obliczenie z duza doktadnoscig efektywnej liczby prébek
sygnatu cyfrowego z multipleksacja OFDM. Stanowi ono uzupelnienie opracowania [6], sprowadza-
jac czesé zaprezentowanego tam modelu do postaci catkowicie analitycznej. Otrzymany wzor
wskazuje, ze bledy zwigzane z szybkozmienng cze¢Scig znieksztalcei nieliniowych w typowych
przetwornikach C/A o rozdzielczoSciach kilkunastu bitéw i wiekszych mozna wydajnie zmniejszaé
przez zwigkszanie nadprébkowania. Jednak nie dotyczy to przetwornikéw o mniejszych rozdzielczo-
Sciach, gdyz wéwczas efektywna liczba prébek jest istotnie mniejsza od liczby prébek, zatem efekty
nadprébkowania stabna. Wniosek ten moze mie¢ pewne praktyczne znaczenie przy konstruowaniu
prostych systeméw, w ktérych z uwagi na koszty, albo z innych wzgledéw, nie mozna zastosowaé
typowego przetwornika C/A. Przyktadem takiego systemu moze by¢ oSmiobitowy mikrokontroler
z drabinkg rezystorowg dotaczong do wyprowadzen jednego z jego portdw (szczegdlnie, jezeli tylko
czes¢ wyprowadzen portu bytaby dostepna).

Podziekowanie

Prace nad zagadnieniami bedacymi tematem artykutu bylty wspétfinansowane ze Srodkéw Progra-
mu Operacyjnego Innowacyjna Gospodarka, projekt nr POIG.01.01.02-00-014/08. Kilku cennych
wskazdéwek udzielit dr Krzysztof Latuszynski, za co autor sklada serdeczne podzigkowanie.

Dodatek — wyprowadzenie wyrazenia (15)

Wariancje 62 zmiennej losowej w(T) mozna obliczyé wykonujac przytoczony ponizej rachunek.
Warto$¢ Srednia w(T) zdefiniowanego wzorem (12)

(w(T)) —IiRe{<Ak> <ej¢k> (ej‘”ﬂ— 1)} —0, (30)
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poniewaz zgodnie z zalozeniem A i ¢y sq niezalezne oraz (/%) = 0 dla kazdego k. Wariancja o2
jest zatem réwna Sredniemu kwadratowi w(T):

o2 = <W(T)2> - < kZK]Re {Akej¢k (ej‘”kT - 1) }] 2>. G1)

Wygodnie jest kwadrat sumy rozpisa¢ jako iloczyn sum po réznych wskaznikach:

3 Re{aiot (¢ 1) }r = $ et (4971} Erefah (7 1)} @

a poniewaz operatory sumowania czesci rzeczywistej oraz wartoSci Sredniej sg liniowe, mozna
poprzestawiac ich kolejnos¢ otrzymujac wyrazenie:

() :Re{i 3 (A (897 1) e o (ejw/r_l)}>}, @)

k=11=1
w ktérym wykorzystano, ze A; jest rzeczywiste. Warto w tym punkcie zauwazy¢, ze dla kazdego

wyrazu, w ktérym [ # k, ze wzgledu na niezalezno$¢ zmiennych losowych Ay, A, ¢ 1 ¢; wartosé
oczekiwana pod sumg jest réwna iloczynowi

(A7) <ej¢k> (eif*’kT — 1) Re { <ei¢1> (ej‘”’T _ 1) } —0, (34)

gdzie wykorzystane zostalo zalozenie, ze (&/%) = (el”) = 0. Pozostajg zatem jedynie wyrazy,
w ktérych [ =k, tj.:

() =re{ £ a1 (957 1) (e0me for (e ) . @)

k=1

Nastepnie, <A£> mozna wyznaczy¢ ze wzoru (2), cze$é rzeczywistg za$ wewnatrz pozostatej wartosci
oczekiwanej rozpisaé¢ wedtug wzoru Re{z} = (z+z*) /2, po czym daje si¢ ona policzy¢:

<ei¢kRe {em (ejmkr _ 1) }> _ % <ezj¢k (ejmkr _ 1) n (e—jmkr _ 1)> _ % (e—jmﬂ N 1) .66

co wynika z zalozenia, ze <ezj¢k> = 0. Poniewaz ;T = 2mk/Ns, otrzymuje si¢:

2 1 K 2mjk
=207 <1—ERe{l;lexp<N—s)}>. 37)

Ze wzoru na sume¢ K pierwszych wyrazéw szeregu geometrycznego wynika:

. CK+Dmi\ Rl . (2K+D)m .
Re{iexp(zmk)} e exp( N ) exp(NS) e —smNiS 38)
o T j - 2sin 1 .
exp(N—JS) —exp(—N—JS) SIn x¢




Prawdopodobieristwo przejscia i efektywna liczba probek
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Stosujgc do licznika wzdr na réznice sinusow:

a—>b
2

. . a .
sina — sinb = 2cos S

(39)

i wykorzystujac tak otrzymany wynik dochodzi si¢ do wyrazenia (15), natomiast skracajac sinNLS
otrzymuje si¢ jego inng forme:
(2K+1)m

1 sin=x=—

2 2\ <2 N
Ow = <W(T) >*26 3% 2Ksin &

(40)
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