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Andrzej Galoch

KRYTERIA ALOKACJI SIŁ WYTWÓRCZYCH 
W DZIEDZINIE ŁĄCZNOŚCI

/PROBLEM OPTYMALIZACJI STRUKTUR 
INWESTYCYJ NO-PRODUKCYJNYCH/

1. WSTĘP

Rozwojowi gospodarki narodowej towarzyszą nieustan­
nie zmiany zarówno struktury jak i wielkości zapotrze­
bowania na usługi wszelkiego rodzaju, w tym i na usługi 
łączności. W odniesieniu do tych ostatnich należy szcze­
gólnie podkreślić ścisłą współzależność ich rozwoju ze 
wzrostem całej gospodarki narodowej. Wiąże się to ze 
specyficzną rolą, jaką dziedzina łączności odgrywa nie­
wątpliwie w działalności gospodarczej /i nie tylko go­
spodarczej/ społeczeństwa. Tempo jej rozwoju powinno 
być zatem odpowiednio dostosowane do ogólnogospodarczej 
stopy wzrostu, przy równoczesnym dążeniu do możliwie 
najlepszego wykorzystania dysponowanych przez nią mocy 
i zasobów produkcyjnych /zarówno rzeczowych, jak i oso­
bowych/.

W dążeniu do optymalizacji rozwoju łączności należy 
wyjaśnić przede wszystkim dwa aspekty:

- bieżący - optymalizacji struktury produkcyjnej od 
strony przydziału zadań i mocy produkcyjnych oraz
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długofalowy, perspektywiczny - optymalizacji struk­
tury inwestycyjnej, tj. przydziału rzeczowych i finanso­
wych środków oraz siły roboczej.

Idące w ślad za tym opracowanie metod dynamizowania 
i dostosowywania struktury wytwarzanych i świadczonych 
usług do zmiennych potrzeb gospodarki i społeczeństwa 
staje się najistotniejszym zagadnieniem, jakie należa­
łoby rozwiązać w ramach łączności.

Jak wspomniano wyżej, łączność jest specyficzną dzie­
dziną produkcji materialnej, gdyż dobra, jakie wytwa­
rza - usługi - są niezbędne dla niezakłóconego przebie­
gu procesów gospodarczych i działań administracyjnych. 
Z tej racji przyjmowane dotychczas z reguły założenie 
proporcjonalności tempa wzrostu usług łączności oraz ca­
łej gospodarki narodowej powinno być zastąpione przez 
postulat szybszego rozwoju tych usług w porównaniu z re­
sztą gospodarki. Jest to szczególnie słuszne z uwagi na 
występujący w naszym kraju względny niedorozwój wszyst­
kich działów łączności oraz potrzebę stymulowania przez 
nią, a nie wręcz hamowania procesów gospodarczych .

Tezy powyższe w pełni usprawiedliwiają tendencję do 
zdecydowanego popierania rozwoju i doskonalenia narzę­
dzi planowania gospodarczego, jaka zaistniała w ostat­
nim okresie w obrębie samej łączności, W konsekwencji 
prowadzi to do systematycznego zastępowania tradycyjnych

Z. Rafałowicz - “Planowanie perspektywicznego roz­
woju telefonii”. WKiŁ, Warszawa 196j, s. 10,
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metod planowania "bilansowego" przez nowoczesne metody 
z zakresu ekonometrycznej teorii programowania procesów 
gospodarczych.

Łączność jest przykładem wyodrębnionej dziedziny go­
spodarczej, w której rachunek ekonomiczny prowadzony 
przy wykorzystaniu wyżej wspomnianych metod może okazać 
się pomocny w wyborze i podejmowaniu decyzji dotyczą­
cych wielkości gospodarczych występujących wewnątrz tej 
dziedziny. Na podstawie takiego rachunku nie można bez­
pośrednio decydować o pewnych "zewnętrznych” wielko­
ściach /jak np. o przydzielanym przez władze centralne 
funduszu inwestycyjnym/ lecz nie należy negować faktu, 
że jego rezultaty mogą mieć pośredni wpływ na kształto­
wanie się przyszłych decyzji szczebla centralnego, a 
dotyczących łączności.

Niniejszy artykuł ma stanowić pewien przyczynek do 
problematyki teorii programowania gospodarczego, przy 
czym uwypuklono w nim szczególnie ważny element składo­
wy modeli programowania optymalizacyjnego, tzw. funkcje- 
-kryteria, z równoczesną adaptacją ich do specyficznych 
warunków łączności.

2. ZARYS TEORII PROGRAMOWANIA

2.1. Wprowadzenie

Teoria programowania współzależnych działań jest jed­
ną z trzech podstawowych dziedzin ekonometrycznych /obok 
analizy procesów rynkowych oraz zagadnień prognoz ko­
niunkturalnych/. W swej istocie odpowiada ona zagadnie-
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niom planowania gospodarczego, ujmując je w formę mate­
matycznych modeli. Dotychczas panujące przekonanie, że 
przedmiotem analizy tej dziedziny nauki są jedynie wiel­
kości mikroekonomiczne występujące na szczeblu przedsię­
biorstw nie wydaje się być słuszne, gdyż analizie ekono- 
metrycznej poddawane są obecnie nie tylko gałęzie gospo­
darki narodowej, ale ostatnio tworzy się nawet modele 
całej gospodarki.

W obrębie samej teorii programowania można wyodręb­
nić dwie zasadnicze części. Pierwsza z nich bada zagad­
nienia wewnętrznej zgodności programów gospodarczych,tj. 
zagadnienia koordynacji poszczególnych wzajemnie od sie- 

bie zależnych decyzji"/niezbędnej dla realizacji okreś­
lonego programu, druga zaś część obejmuje "zagadnienia 
optymalności programów” , tzn. zajmuje się problematy­
ką i metodologią wyboru najlepszych /optymalnych/ pro­
gramów spośród wszystkich możliwych i dopuszczalnych z 
uwagi na przyjęte założenia i warunki.

Poniżej omówiono szczegółowiej obie te części,

2.2. Zagadnienia wewnętrznej zgodności

W swym metodologicznym aspekcie pierwsza z dwu części 
teorii programowania jest w zasadzie rozwinięciem i uno­
wocześnieniem tradycyjnej metody bilansowej. Utożsamia 
się ją zwykle z tzw. analizą /lub metodą/ przepływów mię-

O. Lange - Wstęp do ekonometrii. PWN 1967, wyd. 4, 
s. 191.
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dzydziałowych czy międzygałęziowych /”input - output 
analysis"/.

W łączności, podobnie jak w odniesieniu do innych 
działów gospodarki narodowej, zastosowanie modelu prze­
pływów międzydziałowych prowadzi do wyrażenia realnych 
wewnętrznych powiązań pomiędzy poszczególnymi służbami 
tej dziedziny w matematycznej postaci układu równań bi­
lansowych produkcji bądź równań kosztówo Odzwierciedla­
ją one fizyczny lub wartościowy aspekt poszczególnych 
procesów wytwarzania usług łączności różnego rodzaju. 
W postaci modelu matematycznego zostaje ujęta struktura 
nie tylko wzajemnych przepływów usług pomiędzy poszcze­
gólnymi służbami łączności, ale także usługi świadczone 
na zewnątrz, dla reszty gospodarki i społeczeństwa /in­
dywidualna konsumpcja usług/; te ostatnie w formie tzw. 
"produktów końcowych". W modelu wykorzystuje się rachu­
nek macierzowy.

Zagadnienie proporcjonalnego rozwoju usług łączności 
zgodnego równocześnie z ogólnogospodarczymi preferencja­
mi - złożone i trudne do rozwiązania z uwagi na zjawi­
sko nieustannie zachodzącego postępu technicznego, któ­
ry prowadzi do zmian i dynamizacji struktury technicznej 
produkcji - jest samo w sobie ważnym, jeżeli nie podsta­
wowym kryterium alokacyjnym /jakie pozostaje zresztą do 
rozwiązania nie tylko w łączności/.

Metoda przepływów międzygałęziowych - jak ją prezen­
tujemy poniżej - w połączeniu z elektroniczną techniką 
obliczeniową daje gwarancję szybkiego a zarazem pełnego 
uchwycenia wewnętrznej struktury łączności w całokształ­
cie jej powiązań, stwarzając przy tym czytelny jej o- 
braz.
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Założenia modelowe

1. Stosownie do potrzeb naszej analizy wydzielimy od­
rębne służby i działy łączności, kierując się przy tym 
głównie rodzajem wytwarzanych usług oraz względną inte­
gralnością procesów ich wytwarzania. Mając cały czas 
świadomość arbitralności i dyskusyjności takiego podzia­
łu zakładamy, że zawężając płaszczyznę analizy do orga­
nizacyjnych ram Państwowego Przedsiębiorstwa "Polska 
Poczta Telefon i Telegraf” możemy wyodrębnić następują­
ce służby /działy/ rozważanej przez nas dziedziny:

1/ poczta,
2/ telefonia miejscowa,
3/ telefonia międzymiastowa i okręgowa,
4/ telegrafia,
5/ telegrafia abonencka /teleks/,
6/ radiofonia przewodowa.

2. Z uwagi na dużą różnorodność usług, nawet w ob­
rębie poszczególnych służb /działów/ łączności oraz to­
warzyszącą jej niejednorodność fizycznych jednostek 
miary, nasze rozważania zostaną przeprowadzone wyłącz­
nie w aspekcie wartościowym.

1 /'Należy podkreślić, że próbą /jakkolwiek statyczną/ 
zastosowania metody input-output na gruncie łączności 
jest niepublikowana praca Alfreda Osmyckiego i Jana 
Żurkowskiego z Komisji Planowania przy Radzie Minist­
rów pt. "Zastosowanie analizy input-output do progno­
zy rozwoju perspektywicznego łączności w latach 1966- 
1985 ze szczególnym uwzględnieniem potrzeb inwestycyj­
nych w poszczególnych pięcioleciach” /maszynopis s.ló, 
plus 3 zestawienia/.
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3. Analiza ograniczona jest określonym przedziałem 
czasowym, a za jednostkę podstawową przyjęto rok,

4.  W związku z założeniem nr 2 poszczególne katego­
rie ekonomiczne wchodzące w zakres naszej analizy - w 
rodzaju nakładów i akumulacji jednostkowej - będą in­
terpretowane jako wielkości przypadające nie na fizycz­
ną jednostkę dowolnej usługi, lecz na jednostkę warto­
ściową /dosłownie na jeden zł usługi/.

Model matematyczny

Niech poniższe symbole oznaczają odpowiednio:

Xi - wartość globalną wytworzonych w i-tym dziale u- 
sług w określonym roku; i = 1,2...,6, przy czym 
subskrypty oznaczają kolejne działy wymienione w 
założeniu nr 1,

xij - wartość przepływów międzydziałowych, gdzie i = jw 
/wyrażenie xii , i = j/ oznacza wówczas wartość u- 
sług zużywanych przez dział ich wytwarzania/,

xi - wartość usług wchodzących w skład produktu końco­
wego, czyli usług świadczonych przez i-ty dział 
/służbę/ łączności na rzecz pozostałych gałęzi go­
spodarki narodowej bądź na konsumpcję indywidual­
ną.
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/i,j = 1,2,...,6/- współczynnik nakładów1/, 

czyli wartościowo ujęta norma świadczenia u- 
sługi i-tego działu na jeden zł usługi dowol­
nego z działów pozostałych.

Uwzględniając wówczas łącznie powyższe elementy o- 
trzymujemy następujący układ bilansowych równań produk­
cji usług:

/1-a’1A1 - a’2X2 - ... -a^X6 a xd

“ą21 X1 +/l-a22/X2“ ••’ “a26X6 3 X2
/1/

"a6lX1 “ a62X2 “............+ /l~a66/X6 3 x6

Jak widzimy, ujęto tu w formę równań liniowych związ­
ki zachodzące pomiędzy produktami końcowymi poszczegól­
nych działów xi a produktami brutto X.. tych działów, u- 
waględniając równocześnie wewnętrzną strukturę nakładów
całej gałęzi. Zagregowana macierzowa postać powyższego 
układu daje się przedstawić następująco:

A-A,/ X = x /2/

gdzie:

str, 191.
0. Lange - Wstęp do ekonometrii, PWN 1967, wyd, 4,
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A-A*/ - macierz struktury nakładów utworzona ze
współczynników stojących
X. z układu równań /i/,3

przy wyrażeniach

X - wektor pionowy produktów brutto =

X1
X2 
5 
X4
X5
X6

X1
X2

x - wektor pionowy produktów końcowych =

Wyrażenie /2/ odzwierciedla związek pomiędzy zapla­
nowanym poziomem produktów końcowych a niezbędnymi dla 
osiągnięcia tego poziomu wielkościami produktów brutto, 
biorąc pod uwagę aktualną strukturę nakładów jednostko­
wych.

Podobnie poprawna jest odwrócona postać tego wyraże­
nia, która uzależnia z kolei poziom planowych wielkości 
produktów brutto od społecznego zapotrzebowania na usłu­
gi łączności /czyli od produktów końcowych/s

A-A’/"^ = X, /2a/

gdzie wyrażenie A-A’/ jest macierzą odwróconą wzglę­
dem macierzy pierwotnej.
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Należałoby wreszcie nadmienić o możliwości wykorzy­
stania przedstawionych wyżej formuł /2/ oraz /2a/ dla 
badań nad wielkością i strukturą niezbędnych nakładów 
inwestycyjnych /a także poziomu zatrudnienia przyrosto­
wego/ warunkujących dalszy rozwój łączności z równocze­
sną ekstrapolacją struktury wewnętrznej tej dziedziny. 
Mamy wówczas dwie możliwe drogi postępowania:

W pierwszym przypadku można założyć niezmienność tej 
struktury, tzn. macierzy struktury nakładów A* w czasie 
Oznacza to innymi słowy zachowanie tych samych propor­
cji pomiędzy poszczególnymi działami /służbami/ łączno­
ści , nawet w wypadku wzrastającej skali produkcji u- 
sług, co w gruncie rzeczy oznaczałoby pominięcie zarów­
no wpływu postępu technicznego na tą strukturę, jak i 
zmian oraz przesunięć w społecznym zapotrzebowaniu na 
te usługi /w efektywnym popycie na nie/. Całość zagad­
nienia sprowadzi się wówczas do odpowiedniego oszacowa­
nia poziomu współczynników kapitałochłonności i praco­
chłonności przyrostowej oraz wykorzystania ich do wy­
liczenia niezbędnych globalnych nakładów inwestycyj­
nych i zatrudnienia przy danych założeniach co do przy­
rostu bądź produktów brutto, bądź produktów końcowych. 
W rachunku takim należy się posłużyć odpowiednio zmody­
fikowanymi wyrażeniami typu /1/, /2/ lub /2a/, Oczywi­
ście problemem samym w sobie jest właściwy sżacunek- 
współczynników kapitałochłonności i pracochłonności.

Druga możliwość prowadzi do zdynamizowania ujęcia 
pierwszego typu przez uwzględnienie czynnika czasu za­
równo w stosunku do wspomnianych wyżej współczynników
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kapitało- i pracochłonności, jak również w odniesieniu 
do współczynników struktury działowej /A^/t a także 
przy określaniu zmian w efektywnym popycie na usługi 
łączności. Zgodnie z rzeczywistością struktura produk­
cyjna nie jest konstrukcją statyczną, lecz ulega ciąg­
łym przeobrażeniom. Rozwój gałęzi nie może być utożsa­
miany ze zmianami ilościowymi, ponieważ przy obecnym 
tempie przemian technicznych zachowanie statycznego cha­
rakteru produkcji usług byłoby przedsięwzięciem nie­
sprawnym z ekonomicznego punktu widzenia. Stwarzałoby 
to na przyszłość hamulce rozwoju gałęzi jako całości. 
Jedynymi wielkościami parametrycznymi byłyby wówczas za­
planowane na skutek decyzji państwowych pułapy produk­
cyjne dla poszczególnych działów /służb/ łączności. Po­
nieważ jednak preferencje państwa idą zazwyczaj po li­
nii interesów i potrzeb ogólnogospodarczych, są więc o- 
ne częścią składową ogólnospołecznego popytu na usługi 
łączności.

Uwzględnienie dynamiki poszczególnych interesujących 
nas wielkości gospodarczych oraz współczynników jest 
rzeczą trudną i powinno być przedmiotem odrębnej anali­
zy. Można jedynie sądzić, że pomocne w budowaniu odpo­
wiednich zależności funkcyjnych mogą się okazać metody 
z zakresu rachunku korelacyjnego i teorii trendów, zaś 
rachunek prawdopodobieństwa może zapewnić narzędzia e- 
stymacji wiarogodności wyników w ten sposób otrzymanych. 
Należałoby też uwzględnić niezwykle ważną ekonometrycz- 
ną analizę popytu na usługi łączności w funkcji opłat 
za te usługi /taryf/, dochodów indywidualnych i innych 
podobnych czynników.
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Jeżeli więc;

Jt - oznacza przydzielony łączności fundusz inwesty­
cyjny w roku t,

AZ - przewidywany przyrost zatrudnienia wyrażony w 
przydzielonym funduszu zatrudnienia,

/I-AA*Ą - zdynamizowaną postać macierzy struktury na­
kładów, przy czym A A^ / A’,

m+, 1. - wektory poziome współczynników kapitało- i pra- 
cochłonności w funkcji czasu,

A x^_ - pionowy wektor przyrostowy produktów końcowych, 

△ X. - pionowy wektor przyrostowy produktów brutto, 

wówczas zmodyfikowany nieco problem można ująć następu­
jąco:

Jaki poziom osiągną w poszczególnych działach przy­
rostowe produkty końcowe bądź produkty brutto przy za- ’
łożonych lub danych funduszach inwestycji i zatrudnie­
nia przyrostowego?

Otrzymujemy następujące rozwiązanie formalne:

1/ przy danym funduszu inwestycji przyrost produktu 
brutto wyniesie:

AX. = /I-AA^Am^J* 
V V V

a przyrost produktu końcowego:

Ax. = A-



13

2/ przy danym funduszu zatrudnienia przyrostowego pro­
dukt brutto wzrośnie o;

△ X. = /1-AA’fJl/ńZ,

a produkt końcowy:

△ x. = /I“AA’/.171AZ

Oczywiście wiążące będą poziomy najniższe dla obydwu 
funduszy łącznie /problem "wąskiego gardła"/.

Optymalizacja struktury produkcyjnej całej gałęzi 
/łączności/ polega przede wszystkim na sharmonizowaniu 
zdolności produkcyjnych poszczególnych części składo­
wych /działów - służb/ przez odpowiedni wybór procesów 
technologicznych oraz właściwych proporcji międzydzia- 
łowych, Przedstawiona wyżej analiza zakłada spełnienie 
swoistego kryterium wewnętrznej zgodności i zbilansowa­
nia poszczególnych elementów składowych gospodarki łącz­
ności zarówno w statyce, jak i w dynamice. Warto jednak 
zauważyć, że spełnienie tego kryterium zachodzi przy 
teoretycznie równej nieskończoności ilości wariantów 
możliwych, a praktycznie - niezwykle dużej ilości wa­
riantów dopuszczalnych, z uwagi na przyjęcie pewnych za­
łożeń z góry eliminujących warianty niesprawne Z nasze­
go punktu widzenia /np. bez wahania i zbędnych obliczeń 
odrzucimy wszelkie rozwiązania eliminujące produkcję nie­
których służb łączności ze względu na ewentualną ich de­
ficytowość, jak to ma miejsce w przypadku niektórych u-
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sług np, pocztowych . W takim wypadku nie można bezpo­
średnio ocenić praktycznej przydatności tego lub innego 
wariantu. Z pomocą przychodzi nam wówczas programowanie 
optymalizacyjne.

2.3.  Zagadnienia optymalizacji programów

Z badań nad wewnętrzną zgodnością ustaliliśmy charak­
ter zależności wewnątrzgałęziowych z wykorzystaniem do 
tego celu rachunku macierzowego.

Z kolei przystąpimy do omówienia zagadnień wyboru 
programów najlepszych. Zagadnienie programowania opty­
malizacyjnego sprowadza się więc do wyboru określonej 
postacji funkcji-kryterium, odzwierciedlającej nam w 
formalnym związku określony cel gospodarczy, który za­
mierzamy zrealizować. Przy uwzględnieniu określonego ze­
stawu założeń i ograniczeń staramy się nadać przyjętej 
funkcji wartość maksymalną bądź minimalną - odpowiednio 
do postawionego celu.

Mamy więc;

i/ funkcję kryterium f/X/ ~► maksimum ew. minimum, 
gdzie X jest zbiorem zmiennych decyzyjnych danego 
programu,

1/Takie podejście jest zrozumiałe, ponieważ kieruje­
my się tu nie racjonalnymi przesłankami wyboru warian­
tów bezwzględnie rentownych, lecz preferencjami ogólno­
społecznymi i potrzebą zapewnienia zrównoważonego roz­
woju całego układu łączności, a to wymaga m.in. utrzy­
mania, a nawet rozszerzenia skali produkcji usług 
pocztowych.
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2/ ograniczenia bilansowe typu:

n
Z ‘u xi i h 

j=1

gdzie lewa strona jest znanym nam układem równań ty­
pu bilansowego, a wyrażenie b. jest pewną wielkością 
limitującą ,

3/ ograniczenia brzegowe typu:

X^ ^ 0 lub 0^1^ c^ albo Xi^Cp

które odzwierciedlają w pierwszym przypadku oczywi­
ste założenie, że produkcja jakiegokolwiek z działów 
nie może być wielkością ujemną; w dalszych zaś uści­
ślają rozmiary postulowanej produkcji niektórych u- 
sług /czy działów - służb/.

Obok zmiennych decyzyjnych X^ występują zatem w mo­
delu parametry różnego rodzaju /ekonomiczne, technolo­
giczne/.

Wśród rozwiązań dopuszczalnych zdeterminowanych przez 
ograniczenia /2/ lub /3/ znajduje się rozwiązanie opty­
malne z uwagi na określony charakter przyjętej funkcji-

1/Założenia te wynikają z konieczności zachowania za­
wsze ważnego warunku wewnętrznej zgodności układu /pro­
gramu/. Ograniczają one z reguły stopień swobody progra­
mu, zawężając możliwości rozwiązań do obszaru rozwiązań 
dopuszczalnych.
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-kryterium, która określona jest przez cele gospodarcze, 
jakie stawiamy przed, daną dziedziną.

Również w przypadku łączności najogólniejszym i naj­
ważniejszym celem jest maksymalna w stosunku do potrzeb 
społeczeństwa i gospodarki produkcja usług o określonej 
ich strukturze. Można jednakże przyjąć i inne kryterium, 
np. rentowność ew. poziom kosztów produkcji czy inwesty­
cji. Charakter funkcji-kryterium i jej postać zależy o- 
czywiście od natury związków zachodzących pomiędzy in­
teresującymi nas w obrębie łączności wielkościami ekono­
micznymi. One też determinują poszczególne rodzaje mode­
li programowania optymalizacyjnego: liniowe, nieliniowe, 
dynamiczne oraz ich probabilistyczne odmiany. Rozpatrz­
my zatem pokrótce te modele.

Model programowania liniowego

W modelu tym należy wyznaczyć n zmiennych decyzyj­
nych X^ /i = 1,2,...,n/ wyrażających np. wielkość pro­
dukcji poszczególnych działów, rozmiary akumulacji lub 
kosztów przy posiadaniu zestawu wielkości determinują­
cych /współczynniki nakładów jednostkowych, kapitało- i 
pracochłonności, stawki taryfowe itp/. Zarówno dane jak 
i planowane wielkości zmiennych decyzyjnych powiązane 
są pewnymi zależnościami liniowymi. Zmienne decyzyjne 
powinny być tak dobrane, aby określona postać liniowa 
funkcji-kryterium przyjęła wartości ekstremalne /maksi­
mum albo minimum/. Występująca praktycznie duża, a ilość 
zmiennych programu liniowego wskazuje na konieczność ko-
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rzystania z maszyn cyfrowych do rozwiązywania algoryt­
mów. Jest to warunek opłacalności stosowania tej metody 
z uwagi na. jej czaso- i pracochłonność w przypadku pró­
by rozwiązywania ręcznego.

Należy też zaznaczyć, że programy liniowe są z zasa­
dy zbyt grubą aproksymacją rzeczywistych procesów gospo­
darczych, ponieważ bardzo rzadkie są przypadki występo­
wania w praktyce gospodarczej zależności liniowych.Stąd 
też zrozumiała jest tendencja do przechodzenia w miarę 
rozwoju nauki ekonometrii do technik i programów nieli­
niowych, które nie są obciążone takim błędem /tzn. zbyt 
dużym uproszczeniem/.

Programowanie nieliniowe - wersja kwadratowa

Jak sama nazwa wskazuje, mamy tu do czynienia z przy­
padkiem, w którym wszystkie zależności modelowe - albo 
niektóre z nich - występują w postaci związków nielinio­
wych.

Ograniczymy się w tym przypadku do omówienia szcze­
gólnej postaci programowania omawianego typu, tj. do 
programowania kwadratowego, ponieważ dla celów praktyki 
gospodarczej dostarcza ono dostatecznej aproksymacji po­
szczególnych realnych zależności.

W modelu programowania kwadratowego, którego schemat 
nie różni się zasadniczo od poprzednio omówionego mode- 
lu liniowego, w postaci zależności kwadratowych występu­
ją albo zależności bilansowe, albo funkcja-kryterium, 
bądź też obydwa te elementy łącznie.
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Pozostawiając do dalszych rozważań prezentację kon­
kretnych rozwiązań kwadratowej funkcji celu wyjaśnimy 
krótko istotę korzyści płynących z zastosowania progra­
mowania tego typu.

Postęp techniczny oraz nieustanne zmiany warunków 
rynkowych /głównie od strony efektywnego popytu/ wpły­
wają zasadniczo zarówno na poziom kosztów, wielkość pro­
dukcji, rozmiary zysku, jak też i na charakter wymienio­
nych wielkości, a dokładnie - ich zmian. Z uwagi na wy­
mienione wyżej obydwa zjawiska mamy do czynienia z nie­
proporcjonalnym wzrostem poszczególnych elementów skła­
dowych kategorii kosztów i zysku, a zatem i samych tych 
kategorii. Nieproporcjonalność tę udaje się uchwycić 
właśnie przez wykorzystanie kwadratowej postaci poszcze­
gólnych kryteriów.

Programowanie dynamiczne

Podobnie jak wyżej, w przypadku programowania dyna­
micznego, ograniczymy się wyłącznie do opisu werbalne­
go, pozostawiając omówienie szczegółów przy okazji dy­
skusji nad postaciami funkcji-kryteriów. Można tu jedy­
nie stwierdzić, że ten typ programowania pozwala wyzna­
czać optymalne decyzje niezależnie od charakteru para­
metrów i zależności funkcyjnych zagadnienia. Jeżeli np, 
do procesu alokacji podejdziemy w sposób "zdynamizowa­
ny”, tzn. nadamy mu własność pozornie czasową /kolejno 
"w czasie" rozdzielamy zasoby pomiędzy poszczególne 
przeznaczenia/, wówczas mamy do czynienia z klasyczną 
postacią programowania dynamicznego.
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Programowanie probabilistyczne

Każdemu z trzech wyżej omawianych typów modeli pro­
gramowania optymalizacyjnego można nadać charakter pro­
babilistyczny. Ogólnie ten rodzaj programowania obejmu­
jemy określeniem programowania w warunkach niepewności. 
Poszczególne elementy modelu, zawierające się zarówno w 
funkcji-kryterium jak i w ograniczeniach, mają charakter 
zmiennych losowych, przy czym zakłada się znajomość ich 
rozkładów prawdopodobieństwa. W odniesieniu do alokacji 
czynników produkcji można by ten typ modelowy przedsta­
wić jak poniżej.

Należy ustalić optymalną wielkość mocy produkcyjnych 
w poszczególnych służbach łączności, która zapewniłaby 
zaspokojenie popytu na wytwarzane przez nie usługi, przy 
możliwie najniższych łącznych kosztach ich świadczenia. 
Przyszłe zapotrzebowanie w momencie t jest wektorem 
zmiennych losowych. Oznacza to, że prawdopodobieństwo, 
iż zapotrzebowanie na dowolną usługę będzie mniejsze 
lub równe wielkości x^ określa pewna funkcja f /x/.Jest 
ona dystrybuantą rozważanej zmiennej, czyli funkcją cha­
rakteryzującą rozkład prawdopodobieństwa przyjmowania 
przez tę zmienną określonych wartości.

Na bazie powyższego zagadnienia, jak i podobnych, nie 
trudno zauważyć, że metody probabilistyczne mają ogra­
niczone zastosowanie. Wymagają one bowiem nie tylko zna­
jomości bezpośredniej albo szacunkowej rozkładu prawdo­
podobieństwa /postaci dystrybuanty/ programowanych wiel­
kości, ale ponadto /a może właśnie dlatego/ nadają się
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do zastosowania jedynie w odniesieniu do decyzji powta­
rzalnych. Większość zaś decyzji typu przydziału /charak­
terystycznych dla planowania gospodarczego/ ma charak­
ter jednorazowy /np. decyzje inwestycyjne/ i probabili­
styczne prawo wielkich liczb nie ma w stosunku do nich 
zastosowania /czyli trudno w takich przypadkach szaco­
wać elementy losowe/.

2.4 . Specyfika produkcji łączności

W kolejnym dziale niniejszego artykułu cmówimy kilka 
postaci funkcyjnych, które proponuje się przyjąć za e- 
wentualne kryteria alokacji w obrębie łączności /mając 
cały czas na uwadze specyfikę produkcji tej dziedziny, 
stawiającą pod znakiem zapytania możliwość praktyczne­
go zastosowania pewnych modeli optymalizacyjnych/. Spro­
wadza się ono do dwu zasadniczych grup problemów:

1. Produkt łączności - usługi są bezzwłocznie konsu­
mowane po wytworzeniu lub też obydwa te akty są nieroz- 
dzielne w czasie. Innymi słowy - nie ma luki czasowej 
pomiędzy wytworzeniem pewnych usług a ich świadczeniem 
/rozmowa telefoniczna jest np. "konsumowana” na bieżą­
co/. Wartość usług łączności może być uwzględniona w 
rachunku wyłącznie z chwilą nabycia ich przez klienta. 
Z tego wynika - jako nieodłączny - problem stopnia od­
powiedniego zabezpieczenia mocy produkcyjnych łączności 
zarówno od strony wielkości jak też struktury z równo­
czesnym dostosowaniem ich do efektywnego zapotrzebowa­
nia. Należy równocześnie uwzględnić koszty ponoszone za-
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równo z tytułu niewykorzystania tych mocy, jak i straty 
wynikłe z niemożności świadczenia usług określonego ro­
dzaju na skutek ich niedoboru /zajętość na skutek braku 
mocy lub po prostu brak określonych urządzeń/.

2. Obok problemu sprzężenia typu: moc produkcyjna 
łączności - zapotrzebowanie, wyrażające się bieżąco w 
efektywnym popycie, mamy do czynienia ze specyficznymi 
problemami technicznymi. Krótko mówiąc są to zagadnie­
nia nierozdzielności bazy produkcyjnej poszczególnych 
służb /szczególnie w obrębie telekomunikacji/ oraz łącz­
nego partycypowania szeregu ogniw łączności W świadcze­
niu jednej i tej samej usługi. Wynikają stąd olbrzymie 
trudności wyodrębnienia niezbędnych z punktu widzenia . 
modeli optymalizacyjnych elementów rachunku kosztów,do­
chodu czy akumulacji. Należałoby w takim przypadku szu­
kać wyjścia przez zastosowanie arbitralnego rozbicia po­
szczególnych łącznych wielkości wspomnianych wyżej kate­
gorii ekonomicznych albo też przez maksymalnie możliwe 
zagregowanie rachunku optymalizacyjnego. Problem więk­
szej lub mniejszej poprawności obydwu ujęć pozostaje 
sprawą do dyskusji.

3. KRYTERIA ALOKACJI SIL WYTWÓRCZYCH W ŁĄCZNOŚCI

3.1. Wprowadzenie

Przyjmujemy następujący sposób prezentacji kryteriów:

1. Wyodrębniamy kryteria ogólne, dające się zastoso­
wać dla całej łączności, mimo specyfiki i odrębności pew­
nych jej służb.
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2. Specyficzne a zarazem ważne zagadnienie niezawod­

ności urządzeń, stojące głównie przed działami telekomu­
nikacji, ujmujemy w formie kryterium odcinkowego.

3. Problem alokacji rozpatrujemy dwoma odrębnymi spo­
sobami :

- pośrednio, drogą budowania modeli optymalizujących 
strukturę bieżącą produkcji w założonym momencie t, a 
następnie nakładania na tę strukturę siatki inwestycji 
i zatrudnienia przyrostowego z uwzględnieniem zmian w wa­
runkach technicznych i wydajności pracy za cały okres 
zamrożenia nakładów ;

- bezpośrednio, przez budowanie modelu alokacji sa­
mych funduszy inwestycji i zatrudnienia w obrębie posz­
czególnych służb.

3.2. Kryteria ogólne

Zarówno w przypadku bieżącego rozdziału zadań produk­
cyjnych jak i przydziału funduszu inwestycji oraz zatrud­
nienia można by uwzględnić trzy zasadnicze kryteria: wiel­
kość przewidywanej produkcji usług, poziom kosztów oraz 
rentowność.

1/Powyższe ujęcie wydaje się być poprawne, przy usta­
laniu bowiem programów inwestycyjnych kierujemy się za­
wsze pewnymi informacjami dostarczanymi przez bieżący 
proces wytwarzania, które wskazują na "korzystne” loka­
ty funduszy przy spełnieniu określonych założeń rozwojo­
wych.
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Optymalizacja struktury produkcji

l. Kryterium wielkości produk­
cji usług

Dostosowanie wielkości i struktury wytwarzanych u- 
sług do zmiennych potrzeb społeczeństwa i gospodarki na­
rodowej jest zagadnieniem pierwszoplanowym. Kryterium 
optymalizacji produkcji usług łączności uwzględniające 
preferencje ogólnogospodarcze jest zgodne z podstawowym 
założeniem gospodarki socjalistycznej - maksymalnym za­
spokojeniem potrzeb społeczeństwa.

Za najlepsze rozwiązanie produkcyjne przyjmiemy ta­
kie ustawienie struktury wytwarzania usług /pośrednio - 
mocy produkcyjnych/, które maksymalizuje produkcję brut­
to łączności /ew. - ważniejszą z punktu widzenia konsu­
menta - produkcję końcową/.

Gdy symbolem P oznaczymy taki wektor taryf obowiązu­
jących w poszczególnych działach łączności, że jego 
składowe Pi są z kolei wektorami o n wierszach /n odpo­
wiada dowolnej liczbie taryf obowiązujących w obrębie 
każdego działu-służby z osobna/, czyli P = P^/n/» i = 
=1,2,...,6;

n - dowolnie duża liczba,

Q - oznacza macierz quasi-diagonalną produkcji u- 
sług w wyrażeniu fizycznym, której elementy 
są równe na przekątnej wyrażeniom typu Qjyn/»

X - oznacza podobną macierz produkcji w wyrażeniu 
wartościowym,
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wtedy funkcja produkcji przyjmie następującą postać:
6 , Sn

F/X/ = A Xx =Z A Pi/n/ Qi/n/i i, n - jw 

i=1 i=1

Powyższe wyrażenie liniowe należy maksymalizować.

2. Kryterium rentowności pro­
dukcji

a/ wstępna forma liniowa

Przy parametrycznym charakterze opłat i taryf łącz­
ności oraz przy szacunkowo ustalonych jednostkowych ko- 
sztach wytwarzania usług 1/ jesteśmy w stanie obliczyć

 akumulację jednostkową 2/.
Zakładając - zgodnie ze stanem faktycznym - niską na 

ogół elastyczność popytu na usługi łączności, z uwagi na 
ciągłe niezaspokojenie potrzeb gospodarki narodowej w 
zakresie tychże usług /szczególnie telekomunikacyjnych/ 
oraz uwzględniając stałość taryf łączności we względnie 
długim okresie czasu, możemy w rozważaniach modelowych 
wziąć pod uwagę jedynie zmienność struktury i techniki 
wytwarzania jako pochodną postępu technicznego. Jedynie 
te elementy mogą bowiem determinować zmiany w jednost­
kowych nakładach na poszczególne rodzaje usług, a tym

Koszt jednostkowy usług rozumiemy jako średni na­
kład na jeden złoty usługi.

2/Liczoną analogicznie na jeden zł wartości usługi.
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samym i poziom jednostkowej akumulacji. Należy przy tym 
zaznaczyć, że kryterium akumulacji zastępuje nam nie- 
adekwatna dla warunków gospodarki socjalistycznej kry­
terium zysku, które zakłada wpływ zjawisk rynkowych 
/głównie zmienności cen/ na poziom kosztów.

W przypadku funkcji liniowej każdy wzrost świadcze­
nia usług wyrażony wartościowo wpływa na przyrost akumu­
lacji o wielkość np. m. /j = 1,2,...,6/. Zakładając zna- 
jomość charakteru i poziomu kosztów produkcji, a zatem 
i akumulacji będącej różnicą pomiędzy globalną wartością 
wytwarzanych usług a kosztami ich wytwarzania /w wyraże­
niu jednostkowym dla dowolnej j-tej usługi lub służby 
wyliczymy ją jako różnicę pomiędzy 1 zł utargu a kosz­
tem wytworzenia tego złotego usługi/ dochodzimy do po­
niższej postaci funkcji-kryterium:

6 6 6
M S /X.=X.k./ = y X./1-k./ a y X.m. —►maksimum 

3 3 3
3-1_____________3=1____________3=1________

gdzieś

k. = koszt wytworzenia 1 zł
-służbie /współczynnik

usługi w j-tym działe- 
kosztu/.

b/ kwadratowa postać funkcji akumulacji

Przy planowej wielkości produkcji koszty jednostkowe 
/współczynniki kosztu/ ulegają zmianie na skutek innowa­
cji technicznych. W zasadzie mają one tendencję maleją­
cą /jako wynik wzrostu wydajności pracy i produkcyjno­
ści czynników rzeczowych procesu produkcji/, W takim ra-
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zie należy uznać, że związek kosztów i produkcji powi­
nien mieć nieliniowy charakter, tzn. koszty wzrastają 
nieproporcjonalnie. Duże znaczenie posiada tu tzw. 
"efekt skali" produkcji. Nieproporcjonalność może posia­
dać bowiem dwojaki charakter: koszty mogą nieproporcjo­
nalnie rosnąć albo też nieproporcjonalnie maleć.

Stąd niech różnica pomiędzy planowym poziomem współ­
czynników kosztu a poziomem faktycznym wynosi: Ak!, 
czyli równa się ona różnicy k’. - k.. "

2 2
Oznacza to, że zmiany struktury wewnętrznej wytwarza­

nych usług łączności powinny przynieść względne optimum 
alokacyjne z uwagi na kryterium akumulacji, a równocze­
śnie spowodować ew. dwukierunkowe zmiany w poziomie jed­
nostkowych współczynników kosztowych /k./, W takim ra- 
zie △ k*. określa przyrost w sensie absolutnym /tzn. spa- 
dek lub wzrost nakładów/.

Niech z kolei zależność funkcyjną tego przyrostu od 
poziomu /skali/ produkcji wyraża związek: b.X., gdzie 
współczynnik liniowy b j. jest miarą zmienności współczyn- 
ników kosztowych w poszczególnych działach i podlega e- 
stymacji statystycznej.

W rezultacie:

k. + b.X. /j = 1,22 “ 2 2 J ’

m'
2

1 - k. +^b.X., gdzie 1 - k. = m /planowana a- 
2^22 2 2

kumulacja/.

Faktyczna akumulacja jednostkowa m! wynosi więc osta­
tecznie: m. + b.X.,
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Całkowita akumulacja w j-tym dziale /służbie/ wynie­
sie:

m’.X. = /m. + b.X./ X.
1 - 1 j j

Ostateczna postać funkcji akumulacji dla całej łącz­
ności sprowadza się do następującego wyrażenia:

6 6 6
F’A/ = V m’X. = V m x. + V b.X.2.

1 1 1 j 1 1 ’
j-1 j=1 j=1

które należy maksymalizować.

3. Kryterium minimalizacji ko­
sztów wytwarzania

a/ postać kwadratowa

Zakładamy, że jest ono tożsame z kryterium maksymali­
zacji akumulacji, warunkiem bowiem osiągnięcia maksimum 
dla wyżej podanej funkcji F' /X/ jest w przypadku więcej 
niż proporcjonalnego przyrostu kosztów /tj. występowania 
dodatnich współczynników zmienności kosztów b./ minima- 

 
lizacja tej części kwadratowej. Ostatecznie mamy nastę­
pującą funkcję kosztów podlegającą minimalizacji:

6 6 2
j’A/ = Y k.x + b x 

* ’1 3 3 j 3 3
1=1 1=1
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b/ liniowa postać funkcji kosztów

Jeżeli przez niżej użyte symbole rozumieć będziemy 
odpowiednio;

w. - wektor płac w j-tym dziale /służbie/,

z. - wektor zatrudnienia w tym dziale /służbie/,

p. - wektor cen czynników produkcji /i = 1,2,...,n/,

przy czym wszystkie wielkości ujmujemy w przeliczeniu 
na jeden zł produkcji oraz

bij - nakład i-tego czynnika w j-tym dziale /służbie/,

wówczas łączny koszt wytwarzania wyrazi się jak poniżej:

6 n

^ = E ^ /E
j=1 i=1

gdzie:
X. - wielkość produkcji.

w. z.
Jeżeli zamiast wyrażenia: ^ “ przyjmierny symbol c

a zamiast p.b’. . - łączne wartościowe oznaczenie i. wów- 

czas przekształcona postać funkcji kosztów będzie wyglą-
dać jak poniżej:

6 n
K/X/ = X^ / 2^ Yij + cj/—^ minimum 

j=1 i=1
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^JSalizagjj^

18 K r y i & r i u m maksymalnej czy­
stej efektywności inwesty­
cji

Należy maksymalizować program działania, przy którym 
określone części funduszu inwestycji lokowane są w po­
szczególnych służbach. Spełniają one łącznie warunek 

6
s 1, tzn, udziały poszczególnych części funduszu 

lokowanych w danych służbach nie przekraczają wielkości 
dysponowanego przez łączność funduszu inwestycyjnego w 
danym okresie t /tj. suma współczynników struktury in­
westycyjnej nie przekracza jedności/. 

Można to ująć w następujący warunek formalny:

6
Jt>H XjAj’

j-1

gdzie:

A. - wspomniany wyżej współczynnik struktury, 

x. - zmienne decyzyjne działowych /dla poszcze- 
gólnych służb/funduszy inwest,,

- globalny fundusz inwestycji w okresie t.

Za kryterium takiego programu można by przyjąć poziom 
łącznej czystej efektywności inwestycji osiąganej w go­
spodarce łączności, zdefiniowanej jako wielkość nakła­
dów przypadająca na 1 złoty wytwarzanych usług /P’/,
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Należy zatem nadać możliwie najwyższą wartość tym 
współczynnikom działowej struktury inwestycji A ., któ- 
rym odpowiada najwyższa czysta działowa efektywność in­
westycji [3 S.

Zagadnienie podlega następującemu sformułowaniu. 
Jeżeli ;

6 6 6
E a0-= •'= E Vó sJt alb<) °*ą Z ^E;
j«1 j=1 j=1

- Jj $ §j ; j = 1,2,•••,6,

wówczas maksymalizujemy następującą postać funkcyjną:

ó
PA/’ = ^Aj^

j=1

Występujące przy tym programie warunki J > O i
3

J. ^ g. oznaczają odpowiednio, że wyklucza się dekapi- 
talizację w obrębie jakiegokolwiek działu oraz zakłada
się istnienie działowych pułapów inwestycyjnych /g./. 

Jest jasne, że musi być tu spełniony warunek
6 

O ^ J. < > g., tzn. globalny fundusz inwestycyjny w 
j=1

ramach łączności musi być mniejszy od sumy dopuszczal­
nych pułapów inwestycyjnych w poszczególnych służbach.
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W przeciwnym wypadku nie byłoby problemu wyboru, a fun­
dusz inwestycyjny w pełni zaspokajałby wszystkie potrze­
by.

2. Kryterium minimum praco­
chłonności

Podobnie jak w poprzednim przypadku dokonujemy wybo­
ru pod kątem przydziału zatrudnienia.

Niech 1* oznacza współczynnik pełnej pracochłonności 
dla całej gałęzi łącznie, będący sumą ważoną współczyn­
ników działowych /poszczególnych służb/. W takim przy­
padku należy minimalizować poniższą postać funkcyjną:

6
L’/x/ = Z71 ?j 

j=1

gdzie:

*3 - oznacza działowy współczynnik struktury /dla 
poszczególnej służby/,

1*. - jest działowym współczynnikiem pełnej praco- 
chłonności, który definiujemy następująco:

U =1j/I=A/»

j
- norma pracochłonności, zaś macierz reprezen­

tuje strukturę technologiczną rozpatrywanej
gałęzi łączności.



32

3. Kryterium optymalizacji mo­
cy produkcyjnych w poszcze­
gólnych działach /służbach/

Zagadnienie optymalnego przebiegu w czasie procesu 
wytwarzania poszczególnych usług od strony właściwego u- 
stawienia mocy produkcyjnych z uwagi na potrzeby społe­
czeństwa i gospodarki narodowej /które charakteryzują 
się nierównomiernym rozkładem w czasie/ sprowadza się 
do wyznaczenia zdolności produkcyjnych poszczególnych 
działów /służb/ przy danym rozkładzie zapotrzebowania 
b4 /np. miesięcznym; wówczas i = 1,2,...,12/, znanym 
współczynniku kosztu na jeden zł usługi oraz współczyn­
niku kosztowym strat z tytułu niewykorzystania mocy pro­
dukcyjnych w poszczególnych działach /służbach/. Ewentu­
alny brak odpowiednich mocy /niemożność świadczenia u- 
sługi/ prowadzi do strat równych akumulacji na 1 zł u- 
sługi.

Przyjmując zatem poniższe oznaczenia:

k. - działowy współczynnik kosztu /danej służby/,

ri strata z niewykorzystania mocy produkcyjnych,

X
ij

- produkcja miesięczna /i - 1,2,...,12/ w j-tym 
dziale-służbie /j = 1,2,...,6/,

X. - produkcja, przy której wykorzystano 100% mocy
pro du kc yj nych,

Yij " potencjalne zapotrzebowanie przeinaczające moż­
liwości produkcyjne,
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m. - jednostkowa akumulacja,

n. 9 X«“X. . • 
i 2 13

si* Yirt*

definiujemy odpowiednią funkcję łącznych nakładów, któ­
rą należy minimalizować:

6 12 6 12 6 12

w = E E Tił E E “Aj + I Z Tl
j=1 i-1 - j=1 i=1 j=1 i=1

aax::s:s:z:2:s:=;=:=:5=:=:s:===:£:=:=:=xx:s:3:::j:==;=c:t::5;::ssx:sx: x===z:=:==:±=:==

Ujmuje ona wszystkie poprzednio omówione elementy nakła­
dów i strat.

3.3. Zagadnienie niezawodności

Poziom niezawodności jest szczególnie ważnym wymo­
giem, jaki stawia się przed urządzeniami łączności, a 
zwłaszcza telekomunikacji. Zasługuje on z tej racji na 
osobną analizę.

Ogólnie można stwierdzić, że wymogi w odniesieniu do 
jakości Usług odzwierciedlają się bez wątpienia w po­
ziomie kosztów jednostkowych, a zatem nie wymagają o- 
sobnej analizy funkcyjnej. Jako wielkości w zasadzie 
niewymierne ilościowo są trudne do -wyrażenia w pewnych 
związkach formalnych. Jedynie w przypadku niezawodności 
można pokusić się o zdefiniowanie funkcyjnej postaci 
kryterium ekonomicznego, która optymalizowałaby poziom
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tej niezawodności w powiązaniu z ekonomicznością proce­
su wytwarzania. Poniższa analiza jest właśnie próbą u- 
stalenia takiego związku.

Poszczególne elementy dowolnego urządzenia są zawod- 
ne w tym czy innym stopniu. W języku cybernetyki mówimy 
w takim przypadku, że nie dokonała się normalnie zacho­
dząca transformacja /T/ układu /wektora/ stanu wejść w 
wektor stanu wyjść danego elementu składowego. Wyróżnić 
można przy tym dwa możliwe przypadki:

1/ stan wyjść przybiera wartość zerową niezależnie 
od wartości przyjmowanych na wejściu układu /tzn. ele­
ment układu nie działa/,

2/ przy określonej wartości wejść rozważanego elemen­
tu stan wyjść różni się od przewidywanego o wielkość 
przekraczającą granicę przyjętej tolerancji. Mówimy wte­
dy, że element działa źle.

W obu tych przypadkach urządzenie zawodzi, czyli je­
go niezawodność praktyczna jest równa zeru.

Gdy przez:

T. - oznaczymy operator transformacji właściwy ele­
mentowi i-temu /i jest dowolnie wielką liczbą 
równą ilości elementów składowych rozpatrywa­
nego urządzenia czy układu/, będącemu szerego­
wo połączonym ogniwem danego urządzenia,

p. - prawdopodobieństwo niezawodności i-tego ele­
mentu,

Y, X - wektory stanów wejść i wyjść,
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wówczas łączną transformację urządzenia /regułę działa­
nia/ ujmiemy następująco:

Y “ TnpnTn-1pn=1°°......... T1p1X = TPX’

n = 1,2...... oo - liczba elementów układu sprzężonych 
szeregowo.

Łączny operator niezawodności P nazwiemy krótko nie­
zawodnością układu, przy czym w przypadku szeregowego 
sprzężenia elementów jest on iloczynem poszczególnych 
operatorów niezawodności "elementarnych”.

Ponieważ exo def. 0 ^ p. ^ 1 , zatem abstrahując 
od przypadków krańcowych omówionych na samym wstępie 
oraz od przypadku absolutnej pewności urządzenia, jego 
niezawodność maleje w miarę wzrostu liczby elementów 
składowych.

Jeżeli p oznaczać będzie średnią geometryczną nie­
zawodności p., wówczas niezawodność całego układu: 
P s p , czyli maleje ona w postępie geometrycznym 'w mia­
rę wzrostu liczby elementów składowych.

Z powyższego spostrzeżenia wynika praktyczny wniosek, 
że przy dużej liczbie elementów niezawodność całego u- 
rządzenia /układu, sieci/ jest niewielka, nawet gdy po­
szczególne- niezawodności p, są wysokie. Dlatego też pro­
ponuje się, aby drogie i - jak widać - nieopłacalne e- 
lementy o wysokim poziomie niezawodności, występujące 
pojedynczo w połączeniu szeregowym, zastępować- /oczywi­
ście wszędzie tam, gdzie jest to możliwe z technicznego 
punktu widzenia/ dużo tańszymi elementami o niższych cha-
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rakterystykach. niezawodności, ale za to sprzężonych rów­
nolegle w sposób alternatywny. Polega to na zwielokrot­
nieniu elementów w najsłabszych ogniwach urządzenia. Są 
one połączone równolegle i ponadto w ten sposób, że stan 
wyjść takiego sprzężenia przybiera zawsze wartość jedne­
go elementu aktualnie działającego. Pozostałe elementy 
podobne są całkowicie albo częściowo nieczynne. Włącza­
ją się one sukcesywnie tylko w wypadku awarii elementu 
już działającego.
 Uwzględniając operatory niezawodności p. otrzymujemy 

na wyjściu układu /urządzenia/ wyrażenie:

1 - TT /l-pj/
i-I

określające poziom niezawodności, a mianowicie:
Jeżeli zawodność danego elementu ą^ s 1-p., saś łącz­

na zawodność urządzenia jest:
n n

JT s ^" /^"PiA
id id

to łączna niezawodność jest wyrażona jak wyżej.
Przystąpimy obecnie do optymalizacji niezawodności w 

funkcji kosztów jej uzyskania.
Każdy dodatkowy element wprowadzany do urządzenia 

przyczynia się zarówno do wzrostu nakładów inwestycyj­
nych /wartość elementu, koszty instalacji/, jak i kosz­
tów eksploatacji /koszty utrzymania w stanie gotowości, 
amortyzacja/. Z drugiej strony ewentualna zawodność ele-
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mentu powoduje szereg strat jako wynik przestoju całego 
urządzenia. Należy zatem przeprowadzić rachunek strat i 
“zysków” wynikających z podwyższenia niezawodności.

Osiągniemy to przez próbę ustalenia optymalnego po­
ziomu niezawodności, przy którym wzrost kosztów z tytu­
łu zwielokrotnienia elementów pokryty zostanie w pełni 
przez przewidywane "zyski", jakie osiągniemy przez unik­
nięcie następstw ewentualnej awarii urządzenia prowadzą­
cej do przestoju, a zatem - strat w wynikach finanso­
wych oraz nakładów na usunięcie usterek.

Niech jak zwykle:

k. - oznacza koszt, lecz w tym przypadku elementu 
w j-tym ogniwie sprzężenia szeregowego,

s -koszt awarii,

q=1-p = prawdopodobieństwo awarii /zakładamy znajo­
mość rozkładu prawdopodobieństwa zajścia awa­
rii/.

Stąd wyrażenie na łączny spodziewany koszt, które na­
leży minimalizować, ma poniższą postać:

n
£ o.k. ♦ s/l-p/

j-1

Pierwszy składnik wyraża łączny koszt zwielokrotnie­
nia j-tych elementów /e./ urządzenia, drugi jest nadzie- 
ją matematyczną kosztu awarii /mierzonego np. współ­
czynnikiem przestoju plus koszty naprawy/.
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Należy zatem znaleźć takie wartości e. /ilość zwie- 
lokrotnionych elementów j-tego ogniwa/ oraz p, dla któ- 
rych łączny spodziewany koszt jest minimum:

n ej
p = JT [i - TT /1-Pij/], 

3=1 . 1=1

gdzie p... jest niezawodnością kolejnego elementu w j-tym
ogniwie sprzężeń.

4. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono pewne propozycje co do cha­
rakteru funkcji-kryteriów alokacji sił wytwórczych w 
dziedzinie łączności.

Wielkość efektów alokacji zależy z jednej strony od 
rozmiarów dysponowanych środków, a z drugiej - od struk­
tury ich rozdziału. Tę ostatnią możemy wyznaczyć opty­
malizując wybraną postać funkcji-kryterium. W ramach ba­
dań optymalizacyjnych zakładamy, że efekty dają się u- 
jąć jednorodnie dla całego badanego układu gospodarcze­
go /gałęzi, działu, służby/ oraz przychód /efekt/ z o- 
kreślonego działu /służby/ jest względnie niezależny od 
kierunku alokacji pozostałych zasobów. Stąd łączny e- 
fekt daje się ustalić drogą sumowania efektów działo-  
wych /dla poszczególnych służb/. Występująca każdorazo­
wo funkcja-kryterium powinna być dobrana wnikliwie z u- 
względnieniem hierarchii celów właściwej danej dziedzi­
nie /w danym przypadku - łączności/.
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W końcu należy stwierdzić, iż warunkiem rozwiązywal- 
ności zadań z zakresu teorii programowania, zawierają­
cych z regały dużą ilość zmiennych decyzyjnych oraz 
wielkości parametrycznych, jest możliwość korzystania 
z maszyn cyfrowych o dużej pamięci operacyjnej i szyb­
kości liczenia.

Poza tym wydaje się celowe wprowadzenie wydajności 
pracy i postępu technicznego w formie zależności nie­
liniowych, gdyż otrzymane w ten sposób modele spełnia­
ją postulat praktyczności.

Jeszcze raz podkreślić wypada niezwykłą trudność 
praktycznej stosowalności rachunku optymalizacyjnego na 
gruncie łączności, która jest gałęzią o dużej specyfi­
ce procesów wytwarzania, co w konsekwencji utrudnia zdo­
bycie niezbędnych przy tym rachunku integralnych ele­
mentów i wielkości ekonomicznych.

Artykuł niniejszy zawiera wstępną próbę ustalenia 
odpowiednich dla łączności kryteriów alokacji zasobów. 
Mimo wspomnianych wyżej trudności uzyskania rozwiązań 
praktycznych, wysiłek częściowego chociaż ich pokona­
nia zostanie podjęty w ramach pracy planowej p.t. "Za­
gadnienia optymalnej alokacji sił wytwórczych w dzie­
dzinie łączności” prowadzonej przez Zakład Ekonomiki 
Łączności IŁ.
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Zbigniew Dudziński

ZAGADNIENIE OPTYMALNEGO ROZKŁADU ZMIAN PERSONELU 
W WARUNKACH NIERÓWNOMIERNEGO NATĘŻENIA PRACY

1. SFORMUŁOWANIE ZAGADNIENIA

Jedną z charakterystycznych cech pracy placówek łącz­
ności jest nierównomierność w czasie zapotrzebowania na 
usługi łączności. Wynika to z określonych przyczyn spo­
łecznych i przejawia się np. w nierównomiernym napływie 
klientów do okienek pocztowych, w nierównomiernym ruchu
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paczek i przesyłek pocztowych, w nierównomiernym natęże­
niu zgłoszeń na telefoniczne rozmowy międzymiastowe, w 
nierównomiernym natężeniu ruchu telegraficznego itp. Za­
potrzebowanie rozkłada się nierównomiernie według mie­
sięcy roku, dni miesiąca, dni tygodnia i godzin doby,

Z punktu widzenia gospodarczego rozwiązanie idealne 
polegałoby na zapewnieniu ścisłej zgodności rozkładu za­
potrzebowania i rozkładu w czasie zdolności usługowej; 
jednakże na przeszkodzie temu stoją określone warunki 
organizacyjno-techniczne.

Jeżeli rozpatruje się działalność, w której o aktual­
nej zdolności usługowej decyduje aktualny stan persone­
lu w służbie /np. liczba obsadzonych okienek pocztowych, 
liczba obsadzonych stanowisk central międzymiastowych/ 
- to na przeszkodzie ścisłemu dostosowaniu aktualnego 
stanu personelu do rozkładu zapotrzebowania stoją osobi­
ste interesy pracownicze, ustalone w przepisach regula­
minu pracy. Np. jest bowiem nie do pomyślenia, aby tele­
fonistka stawiała się do pracy trzykrotnie w ciągu doby 
na 2 godzinne zmiany lub żeby pracownik rozdzielni pacz- 
kowej pracował przez 3 tygodnie codziennie, a wolne dni 
odbierał pod rząd w końcu miesiąca.

W tych warunkach /jeśli założy się, że stan zdolno­
ści usługowej nie może być w żadnym momencie mniejszy 
od aktualnego zapotrzebowania/ okazują się nieuniknione 
pewne straty czasu roboczego. Jednakże poprzez właściwy 
rozkład zmian personelu /dobowy, tygodniowy, miesięcz­
ny/ można dążyć do minimalizacji tych nieproduktywnych 
strat czasu.
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Na tym tle można sformułować problem optymalizacyjny 
w sposób następujący: dany jest rozkład w czasie nie­
zbędnej liczby personelu w służbie oraz są określone o- 
graniczenia wynikające z regulaminu pracy; należy okreś­
lić optymalny rozkład zmian personelu /określić momenty 
rozpoczynania i kończenia pracy przez poszczególnych 
pracowników/ w ten sposób, aby zapewnić minimum łącz­
nych nakładów czasu roboczego lub /co na jedno wychodzi/ 
minimum nieproduktywnych strat czasu roboczego.

2. MOŻLIWOŚCI OPTYMALIZACJI ROZKŁADU ZMIAN PERSONELU

Praktyczne rozwiązanie problemu optymalizacyjnego, 
sformułowanego w rozdz. 1, nie jest rzeczą prostą.

Przede wszystkim na ogół istnieje ogromna liczba róż­
niących się od siebie planów rozkładu zmian personelu. 
Aby zapewnić minimalizację łącznych nakładów czasu ro­
boczego, należałoby - przy posługiwaniu się prymitywny­
mi metodami - wszystkie te możliwe plany wyliczyć i dla 
każdego z nich obliczyć wartość łącznych nakładów czasu 
roboczego, aby w ten sposób móc wyodrębnić to jedyne 
rozwiązanie optymalne.

Postępowanie takie jest niezwykle kłopotliwe i dla­
tego praktycznie nie do zastosowania.

Toteż stosuje się tu metody programowania liniowego, 
które dysponuje takimi algorytmami /metodami postępowa­
nia/, które w rozsądnej liczbie kroków zapewniają uzy­
skanie ścisłego optimum, a więc - jak w rozpatrywanym 
problemie - minimum łącznych nakładów czasu roboczego.
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Metody programowania liniowego wymagają najpierw ści­
słego sformułowania badanego problemu w języku matema­
tycznym, czyli zbudowania modelu matematycznego.

Model taki składa się z funkcji celu podlegającej - 
jak w badanym problemie - minimalizacji oraz z pewnej 
liczby warunków ograniczających.

Funkcją celu są tu łączne nakłady czasu roboczego, 
czyli suma obecności wszystkich pracowników.

Ograniczenia polegają tu na tym, że dla poszczegól­
nych jednostek czasu /godzin doby, dni tygodnia, miesię­
cy roku/ stan obecnych pracowników musi byó większy od 
niezbędnej ich liczby, wynikającej z natężenia pracy.

Budowanie modelu matematycznego dla problemu rozkła­
du zmian personelu zostanie bliżej wyjaśnione na 3 przy­
kładach, zawartych w niniejszym artykule.

Ponieważ dla problemu rozkładu zmian personelu zarów­
no warunki ograniczające, jak i funkcja celu są linio­
we - problem wchodzi w zakres zainteresowań programowa­
nia liniowego i może być rozwiązywany za pomocą uniwer­
salnego algorytmu dla rozwiązywania zadań z zakresu pro­
gramowania liniowego, tzw. algorytmu simpleks.

3. PRZYKŁAD DLA ROZKŁADU ZMIAN PERSONELU 
W CIĄGU DNI TYGODNIA

3.1. Dane wyjściowe przykładu

Przyjmijmy dla potrzeb niniejszego przykładu, że w 
zakładzie łączności /np. w sporym urzędzie pocztowym/
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niezbędna liczba pracowników w pracy w poszczególnych 
dniach tygodnia przedstawia się następująco 1/:

Dzień 
tygod­
nia

0

©

O
Ot

44

O
■p
5=

ni

O

44 
©

■P
cC 
5 
N 
U

44 
©

•H 
Pl

# 
o

• "o to

©
©

•H
N 
n 
©
•H 
&

Indeks 
dnia 
tygod- 

i nia 
2

1 2 3 4 5

*

6 7

1 Niezbęd- 
| na licz- 
jba pra- 
^cowników

30 25 28 31 30 26 

_____

12

Przyjmijmy dalej, że każdy pracownik powinien być o- 
becny w pracy w ciągu pełnych 6 dni w ciągu tygodnia.

Należy opracować taki rozkład zmian /tzn. należy o- 
kreślić dla każdego pracownika dzień wolny w tygodniu/ 
w ten sposób, aby zminimalizować łączny czas obecności 
wszystkich pracowników /w osobodniach/.

Temu samemu celowi służy również minimalizacja sumy

1/ Liczby niezbędnych pracowników w tym i w następ­
nych przykładach zostały przyjęte w sposób dowolny,choć 
prawdopodobny. Określenie tych liczb dla poszczególnych 
dni tygodnia, miesięcy roku i godzin doby w zależności 
od wahań ruchu pocztowego i telekomunikacyjnego wykracza 
poza temat artykułu. Dla określenia tych liczb angażuje 
się inne metody matematyczne /statystyka matematyczna, 
teorią masowej obsługi/.



nadmiarów stanu pracowników obecnych w pracy ponad nie­
zbędną liczbę pracownikówo

3.2. Model matematyczny dla optymalizacji 
zagadnienia

Oznaczmy przez x, liczbę pracowników, dla których wol­
ny dzień w tygodniu przypada w i-tym dniu tygodnia, a 
więc np. x^ oznacza liczbę pracowników, którym wolny 
dzień przypada we czwartek. 

Wobec tego np. w poniedziałek /i = 1/ obecni w pracy 
są pracownicy, dla których wolny dzień w tygodniu wypa­
da od wtorku do niedzieli, tzn. liczba tych pracowników 
wynosi;

x2 + x^ + x^ + x$ * Xg + x?

Ta liczba obecnych pracowników powinna być nie mniej­
sza od niezbędnej liczby pracowników w poniedziałek,tzn. 
według danych tego przykładu od 30;

Xg + X^ + X^ + X^ + Xg ♦ Xy > JO

Porównując stan pracowników obecnych z niezbędną licz­
bą pracowników dla wszystkich dni tygodnia otrzymuje się
następujący układ ograniczeń modelu matematycznego;

x1

x2 + x^ + x^ + x^ + Xg + X? > JO

+ x^ + x^ + x^ + Xg + x? ^ 25
/V
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x + x, + x. + xą + x< + x„ 2» 28 

x^ + x2 + x^ + *5 + xr + x? > 31 

X1 + x2 + x3 * x4 + xg + x? > 30 

x^ + xg + x^ + x^ + x^ + x? > 26 

x. + x,, + >12

x3 + x5 + x6 + x7 ~ N4 = 31

> o

CaĆl> 

/V

Łączny czas obecności wszystkich pracowników, który 
podlega minimalizacji, określa następująca funkcja celu: 

/2a/
F = 6x^ + 6x2 + 6x3 + 6x^ + 6X5 + 6xg + 6x,, —► min

Oczywiście, model matematyczny nie ulegnie zmianie, 
jeśli zamiast funkcji celu, określonej wzorem /2a/ bę- 
dzie podlegać minimalizacji ^ F, tzn. funkcja?

F* = x^ + x2 + x, + x^ + x^ + x$ +x? —► min /2b/

Ażeby układ nierówności /1/ sprowadzić do układu rów­
nań, należy wprowadzić tzw. zmienne swobodne, N„ - N?, 
gdzie N. jest nadmiarem stanu pracowników obecnych w pra­
cy ponad niezbędną ich liczbę w i-tym dniu tygodnia?

Xp +

X1 4

X1 + X2

X1 + x2 +

x, + x,, + x„ + x< + Xt - N„ = 303 4 5 8 7 1
+ x. + xr + x< + = 253 4 5 6 ? 2 .
+ x, + x_ + x< + x„ - » 28

/3/



X1 +

^ +

X2 + x^ + x^ 

x7 + X^ + X^ +

x2 + x^ + x^ +

+ Xg + x? - N5 = JO

x5 + x? - N6 = 26 L /J/

x5 * x6 - N? = 12

Zamiast funkcji celu, określonej wzorem /2b/ - po
wprowadzeniu zmiennych swobodnych - może podlegać mini­
malizacji suma nadmiarów:

F»» = ^ + N2 + N? + N^ + N5 + Ng + N? ~- min A/

Tak więc ostatecznie model matematyczny dla ujętego 
w tym przykładzie rozkładu zmian personelu w ciągu dni 
tygodnia polega na minimalizacji funkcji celu, określo­
nej wzorem /2b/, lub funkcji celu, określonej wzorem A/ 
przy zachowaniu warunków ograniczających, określonych 
układem równań /J/.

Powyższy model matematyczny, jako model z zakresu 
programowania liniowego, rozwiązuje się za pomocą algo­
rytmu simpleks.

Algorytm simpleks wymaga, aby jako rozwiązanie wyj­
ściowe przyjąć rozwiązanie, w którym wszystkie zmienne 
decyzyjne są równe zeru. Aby przy tym zachować zgodność 
warunków ograniczających, należy do nich wprowadzić tzw 
zmienne sztuczne S 1 - S 7 /którym ostatecznie można nie 
nadawać żadnego sensu ekonomicznego/. Po wprowadzeniu 
zmiennych sztucznych układ warunków ograniczających 
przedstawia się w sposób następujący:
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x2 + x^

X1 + x3

X1 * X2
x^ + x2 + x^ 

X1 * x2 + x3 

^ + x2 + *3 

x^ + x2 + x^

+ x4 + x5 + x6

+ x4 + x5 + x6

+ *4 + x5 + x$

+ x5 * x6

+ x4 * x6

+ x4 + *5

+ x4 + x5 + x6

+ x? ~ 1^ + S1 - 30

+ 

+ 

+ 

+ 

+

x7 " N2 + S2 = 25

x? - N7 + S^ = 28

x7 - N4 + S4 - 31 1/5/

x? - N5 + S3 = 30

x7 - N6 + s6 = 26

- N? + S? = 12

Ażeby zapewnić, że zmienne sztuczne nie wystąpią w 
ostatecznym rozwiązaniu, należy je wprowadzić do funk­
cji celu /która podlega minimalizacji/ ze współczynni­
kiem + M, gdzie M jest dowolnie dużą liczbą.

F”’ = x4 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + /6

+ M S„ + M S„ + M S, + M S. + M Sc + M S. + M So

Dla porządku należy jeszcze wprowadzić warunek, aby 
zmienne decyzyjne przyjmowały tylko wartości nieujemne

x. > o Ni ^ 0 /7/

oraz warunek, aby uzyskane rozwiązanie wypadło w licz­
bach całkowitych /gdyż zmiennymi są liczby pracowników/.

3.3. Przebieg rozwiązania modelu matematycznego

Model matematyczny ustalony w rozdz. 3.2. rozwiązuje 
się za pomocą algorytmu simpleks. Algorytm ten jest pre-
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zentowany w dość licznej literaturze z zakresu progra­
mowania liniowego; wydaje się, że w sposób przystępny 
przedstawiony on jest w książce Sadowskiego [ 4] w § 9, 

str. 45-87.
W związku z tym nie byłoby, oczywiście, celowe przed­

stawianie tu zasad tego algorytmu, a jedynie zostaną po­
kazane podstawowe etapy rozwiązania modelu według tego
algorytmu.

Wyjściowa tablica simpleks jest przedstawiona w tabl. 
1. Według tej tablicy zmienne S 1 - S 7 /wymienione po le­
wej stronie tablicy/ przybierają wartości /wymienione 
po prawej stronie tablicy/ zgodne z wyrazami po prawej 
stronie równań układu warunków ograniczających /5/. 
Współczynniki tablicy simpleks są zgodne ze współczyn­
nikami układu /5/. Współczynniki przy zmiennych według 
funkcji celu /6/ uwidocznione są w tablicy simpleks po­
nad wierszem oznaczeń zmiennych.

Z rozwiązania ujętego w tabl.-1 zależy na wyrugowa­
niu zmiennych sztucznych S 1 - S 7, które są związane z 
bardzo dużymi współczynnikami + M w funkcji celu /6/.

W związku z tym przyjęto jako element przekształce­
nia tablicy simpleks element na przecięciu kolumny x 1 
i wiersza S 7. Tak więc ulega wprowadzeniu do rozwiąza­
nia zmienna x1 = 12, a wyrugowaniu zmienna S7. Po odpo­
wiednich przekształceniach współczynników tablicy sim­
pleks i po zmianie wartości wyrazów wolnych /po prawej 
stronie tablicy simpleks/:
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S1 = 30

S2 = 25 - 12 = 13 

S_ x 28 - 12 x 16

S4 = 31 - 12 = 19 

= 30 - 12 X 18

S6 = 26 - 12 x 14 

^ • 12 

aktualną tablicę simpleks przedstawia tabl. 2.
Teraz kolej przypada na wyrugowanie zmiennej S2 i 

wprowadzenie na jej miejsce do rozwiązania zmiennej 

x7 = 13.
Po odpowiednich przekształceniach tablica simpleks 

pokazana jest w tabl. 3.
Ponieważ z tabl. 3 wynika, że największe zmniejszenie 

wartości zmiennych sztucznych powoduje wprowadzenie 
zmiennej x2, wobec tego zmienna ta zostanie wprowadzona 
na miejsce tej zmiennej, która wykazuje najniższą war­
tość spośród zmiennych objętych aktualnym rozwiązaniem, 
a związanych z wprowadzaną zmienną dodatnimi współczyn­
nikami tablicy simpleks.

Sytuację po wprowadzeniu zmiennej x2 = 1 przedstawia 
tabl. 4.

Obecnie zostanie wyrugowana zmienna S3 i na jej miej­
sce zostanie wprowadzona zmienna X6 = 2.

Po przekształceniach nową tablicę simpleks przedsta­
wia tabl. 5. W sytuacji przedstawionej w tabl. 5 wyrugo-



waniu podlega zmienna S5, a na jej miejsce podlega wpro­
wadzeniu zmienna x3 = 2.

Nowa tablica simpleks po wprowadzeniu tych zmian jest
pokazana w tabl, 6.

Obecnie zasługuje na wprowadzenie zmienna x5 Nowo
wprowadzana zmienna może przyjąć najmniejszą spośród i-
loczynów wyrazów wolnych /po prawej stronie tablicy sim­
pleks/ przez dodatnie współczynniki tablicy simpleks w
kolumnie x5. Wartość ta wynosi 0,2 i wprowadzenie zmien­
nej X5 związane jest z wyrugowaniem zmiennej S2, 

Aktualna sytuacja po kolejnych przekształceniach ta­
blicy simpleks pokazana jest w tabl. 7.

W tablicy 7 na przecięciu jedynej nie wprowadzonej 
zmiennej z grupy x, a mianowicie x4, i jedynej nie wyru­
gowanej zmiennej swobodnej S4 znajduje się ujemny współ­
czynnik, co oznacza, że nie udaje się wyrugować zmiennej
S4 przez wprowadzenie zmiennej x4.

Wobec tego zdecydowano wprowadzić zmienną N2, która 
przyjmuje wartość wyrazu wolnego podzielonego przez współ­
czynnik na przecięciu kolumny N2 i wiersza S4:

Qy8
0,2 “ 4

Ósmą z kolei tablicę simpleks zawiera tabl, 8, Jest
to już ostatnia tablica tego procesu rozwiązywania mode­
lu matematycznego i zawiera ostateczne rozwiązanie, po­
nieważ nie występują w niej już zmienne sztuczne, które 
w funkcji celu związane są z bardzo dużymi współczynni- 
kami i ponieważ żadna dalsza zmiana tej tablicy /wprowa-
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dzenie nowych zmiennych nie objętych rozwiązaniem/ nie 
powoduje zmniejszenia wartości funkcji celu.

3.4. Rozwiązanie przykładu

Z tablicy 8 wynika następujące rozwiązanie przykładu:

x1 = 1
*2 = 2
5 = 3

x6 = 5 
x? = 19 
No = 4

Rozwiązanie to oznacza, że 1 pracownik powinien otrzy­
mać dzień wolny w tygodniu w poniewdziałek, 2 - we wto­
rek itd. i w końcu 19 pracowników powinno otrzymać dzień 
wolny w niedzielę. Poza tym rozwiązanie to oznacza, że 
jest nieunikniony nadmiar 4 pracowników ponad niezbędną 
liczbę we wtorek.

Rozwiązanie to spełnia układ równań /3/» co możemy
łatwo sprawdzić:

w poniedziałek: 2+3+1+5+19 =30
we wtorek: 1+ +3+1+5+19-4=25
w środę: 1+2 +1+5+19 =28
we czwartek: 1+2+3+1+5+19 =51
w piątek: 1+2+3 +5+19 =30
w sobotę: 1+2+3+1 +19 =26
w niedzielę: 1+2+3+1+5 =12
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Wartość funkcji celu według wzoru /2b/ dla otrzymane­
go rozwiązania przyjmuje wartość:

F*=1+2+3+1+5+19-31

i jest to możliwie najniższa wartość funkcji celu przy 
danych ograniczeniach.

Wartość funkcji celu F* oznacza liczbę wszystkich za­
trudnionych pracowników i jest zgodna z największą nie­
zbędną liczbą pracowników w ciągu tygodnia /we czwartek 
- 31 pracowników/. 

Rozwiązanie uzyskane bezpośrednio z tabl. 8 jest 
przedstawione graficznie w górnej części rys. 1.

Z tablicy 8 wynika ponadto możliwość uzyskania warian­
tów optymalnego rozwiązania, charakteryzujących się tą 
samą wartością funkcji celu. .. .

A oto zestawienie tych wariantów optymalnego rozwią­
zania /jako wariant 1 należy traktować przedstawione wy­
żej rozwiązanie, uzyskane bezpośrednio z ostatniej - 
ósmej - tablicy simpleks/:

wariant 2 /przez wprowadzenie zmiennej N1 na miejsce x 1/ 

x2 - 3 ^ = 1
5= 3 H2=3
x5= 1

*6= 5 
x? = 19

wariant 3 /przez wprowadzenie zmiennej N, na miejsce Xj/ 

x1 = 1 Kg s 1
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x2 = ^
*5 = 1
x6 = 5
x? = 19

N^ = 3

Jak można łatwo sprawdzić, dla wszystkich tych wa­

wariant 4 /przez wprowadzenie zmiennej

^ = 1 N2 = 3
x2 = 3 N5 = 1

*3 = 3
x6 3 5
X? = 19

"5 na miejsce x^,

wariant 5 /przez wprowadzenie zmiennej

^ = 1 N6 = 4
x2 s 6
x3 = 3
x^ = 1

*6= 1
x? = 19

N6 na miejsce No,

wariant .6 /przez wprowadzenie zmiennej

^ = 1 N? = 4
x2 = 6

*3 = 3
5 = 1
*6 = 5
x? = 15

N7 na miejsce N^

riantów spełniony jest układ równań /3/; dla wszystkich
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Rys. 1. Rozwiązanie przykładu dla rozkładu zmian w ciągu dni tygodnia
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tych wariantów uzyskuje się tę samą wartość funkcji ce­
lu F* a 31.

Dla ilustracji pokazano w dolnej części rys. 1 roz­
wiązanie według wariantu 6.

Porównując te warianty między sobą ze względu na jak 
największą liczbę pracowników, którym wolny dzień przy­
pada w niedzielę /i tym samym nie ma w niedzielę nadmia­
ru pracowników ponad niezbędny stan/, można uważać, że 
wariant 1 /bezpośrednio odczytany z tabl, 8 i przedsta­
wiony w górnej części rys. 1/ jest korzystniejszy niż 
wariant 6 /przedstawiony w dolnej części rys. 1/.

4. PRZYKŁAD DLA ROZKŁADU URLOPÓW W CIĄGU ROKU

4.1. Dane wyjściowe przykładu

Tematem niniejszego przykładu jest optymalny rozkład 
urlopów w ciągu roku, czyli optymalny rozkład zmian per­
sonelu według poszczególnych miesięcy roku - w warun­
kach nierównomiernego w ciągu miesięcy roku obciążenia 
pracą.

Powiedzmy, że w badanym zakładzie łączności /np. w 
oddziale urzędu dworcowego/ rozkład natężenia pracy 
jest tego rodzaju, że niezbędna liczba potrzebnych pra­
cowników w poszczególnych miesiącach wynosi jak to ilu­
struje tablica na str. 67.

Załóżmy dalej, że poszczególni pracownicy wykorzystu­
ją urlop w całości w ciągu pełnych miesięcy kalendarzo­
wych i są obecni w pracy przez pozostałe 11 miesięcy.
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Miesiąc Indeks 
miesiąca

| Niezbędna 
liczba pra­
cowników

Styczeń
1 .

130
Luty 2 85
Marzec 3 120
Kwiecień 4 105
Maj 5 110
Czerwiec 6 120
Lipiec 7 80
Sierpień 8 70
Wrzesień 9 100
Październik 10 115
Listopad 11 125
Grudz ień 12 140

Chodzi o takie zaplanowanie rozkładu urlopów, aby za­
pewnić pokrycie wymienionych wyżej niezbędnych liczb 
pracowników przy minimalnej liczbie pracowników /przy 
minimalnych nakładach pracy w postaci stanu obecności 
w osobo-miesiącach/.

4.2. Model matematyczny dla optymalizacji zagadnienia

Oznaczmy przez x. liczbę pracowników, którzy korzy­
stają z urlopu w i-tym miesiącu /według podanych wyżej 
indeksów miesięcy/. Np. x^ oznacza liczbę pracowników,
którzy wykorzystują urlop w czerwcu.
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Na przykład w styczniu /dla i = 1/ obecni są w pra­
cy pracownicy, którzy wykorzystują urlop od lutego do 
grudnia, czyli ich suma wynosi:

x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8+x9+x10+x11+x12

Liczba tych pracowników obecnych w pracy w styczniu po­
winna być nie mniejsza od podanej w rozdz. 4.1 w tabel­
ce niezbędnej liczby pracowników:

x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8+x9+x10+x11+x12 ^ 1J0

Oznaczmy- przez N^ nadmiar stanu pracowników obecnych 
w pracy ponad ich niezbędną liczbę w i-tym miesiącu. Wo­
bec tego odejmując od lewej strony powyższej nierówno- 
ści zmienną N1 /dla stycznia/ uzyskuje się zamiast nie­
równości następujące równanie:

x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8+x9+x1O+x11+x12 “ ni 2 150

Zestawiając tego typu równania dla wszystkich miesięcy 
roku uzyskuje się następujący układ warunków ogranicza­
jących:

X2+X3+X4+X5+X6+X7+X8+X9+X1O+X11+X12 “ N1 = 130

x1 +XyFX4+x5+x6+x7+Xg+x$+x10+x1^^ - N£ = 85

X1+X2 +X4+X5+X6+X7+X8+X9+X1O+X11+*12 “ NJ “ 120 f

x1+x2+x3 +x5+x6+x7+x8+x9+x10+x11+x12 - N^ = 105

x1+x2+x?+x4 +x6+x7+x8+xg+x10+x11+x12 - N5 = 110
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X1+X2+X3+X4+X5 +x7*x8fX9+x10+x11+x12 ~ N6 E 120

x1+x2+xv+x4+x1-+x6 +x8+xg+x10+x1ZJ+x12 - N? p 80

x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7 +x9+x10+x11+x12 ~ N8 ~ 70 /8/
c»d« x1+x2+xv+x4+xq+Xg+x7+x8 +x>]0+x11+x12 - N^ = 100 >

x1+xg+x5+x7F+x5+x6+x7fx8+x9 +x.11+x12 - N10 - 115

xi+x?+x3+x4+x5+x6+x7+x8+x9+x10 +x12 - N^ = 125

x1+x2+x3'’‘x4+x5+x6+x7+x8+x9+x10+X11 " N12 = ^

Funkcja celu stanowiąca sumę obecności wszystkich pra­
cowników/ w osobo-miesiącach, podlegająca minimalizacji, 
przedstawia się następująco:

F - 11x>.+11z,)+11x,+11x^+11x5+11xg+11x7+11xg+11x^+11xio+

+11x^zl+11x^9 —► min /9a/

Zamiast tej postaci funkcji celu można przyjąć nastę­
pującą uproszczoną postać tej funkcji, stanowiącą stan 
wszystkich zatrudnionych w tym zakładzie pracowników, 
przez podzielenie funkcji F /w psobo-miesiącach/ przez 
11 miesięcy:

/9V
F’ = ~ F = x1fx2+x3+x4+x5+x6+x7+Xg+x9+x10+x/I1+xl2-*-min

Zamiast funkcji celu ujętej wzorami /9a/ lub /9b/ 
można - z tym samym skutkiem - minimalizować sumę nad­
miarów pracowników^ obecnych w pracy ponad niezbędny stan 
pracowników:
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710/

F” = Nl+N2+NybN4+N5+N6+N^^ min

Tak więc ostatecznie model matematyczny optymalnego 
rozkładu urlopów w przyjętym przykładzie składa się z 
funkcji celu według wzoru /9b/ lub /10/, która ma osiąg­
nąć wartość minimalną, oraz z ograniczeń, ujętych ukła­
dem równań /8/.

Model matematyczny ujęty w postaci tablicy simpleks 
przedstawiony jest w tabl. 9.

4.3. Rozwiązanie przykładu

Model matematyczny przedstawiony w rozdz. 4.2 i poka­
zany w tabl. 9 rozwiązuje się za pomocą algorytmu sim­
pleks.

Rozwiązanie uzyskano po 17 iteracjach 
Uzyskano następujące rozwiązanie;

X1 
x5 
x8 
x9 
X10
X11

= 10 N2 = 55
= 30 N^ = 20
=20 N4 = 35
= 40 N6 = 20
=25 N? = 60
= 15 N8 = 50

Rozwiązanie to oznacza, że 10 pracowników powinno o- 
trzymać urlop w styczniu, 30 pracowników - w maju, 20 
pracowników - w sierpniu itd.; z wartości N. według te­
go rozwiązania wynika, że według uzyskanego rozwiązania 
wystąpią nadmiary stanu obecnych pracowników ponad ich



72

niezbędną liczbę; w lutym 55 pracowników, w marcu 20 pra­
cowników, w kwietniu 35 pracowników itd.

Uzyskane rozwiązanie spełnia układ, warunków ograni­
czających /8/, co łatwo sprawdzić:

JO +20 + 40
10 + 30 + 20 + 40
10 +30+20+40
10 + 30 + 20 + 40
10 + 20 + 40
10 + 30+20+40
10 + 3-0- + 20 + 40
10 + 30 +40
10 + 30 + 20
10 + 30 + 20 + 40
10 + 30 + 20 + 4-0
10 + 30 + 20 + 40

+ 25 +15 = 130
+ 25 + 15 - 55 = 85
+ 25 + 15 - 20 = 120
+ 25 + 15 - 35 = 105
+ 25 + 15 = 110
+ 25 + 15 - 20 = 120
+ 25 + 15 - 60 = 80
+ 25 +15-50 a 70
+ 25 + 15 = 100

+15 = 115
+25 = 125
+ 2-5+15 = 140

Suma wszystkich pracowników wynosi F* = 140, a suną 
nadmiarów F,ł = 240 i są to możliwie najmniejsze warto­
ści dla wszystkich możliwych rozwiązań niniejszego przy­
kładu rozkładu urlopów.

Rozwiązanie to jest przedstawione po lewej stronią 
rys. 2.

Oprócz przedstawionego wyżej rozwiązania - z ostatecz­
nej tablicy simpleks /której tu się nie przytacza/ wyni­
ka, ze istnieje 10 równoważnych pod względem wartości 
funkcji celu rozwiązań.

Wydaja się, że spośród tych łącznie 11 rozwiązań naj-
atrakcyjniejsze jest to, według którego maksymalna licz-
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ba pracowników otrzymuje urlop w miesiącach letnich /w 
lipcu i w sierpniu/:

x„ + Xg —► max

czyli innymi słowy, według którego występuje minimalna 
wartość nadwyżki stanu pracowników ponad ich niezbędną 
liczbę w tych obu miesiącach:

N? + N8

Tą cechą spośród 11 optymalnych rozwiązań modelu 
przedstawionego w rozdz. 4.2 charakteryzuje się następu­
jące rozwiązanie:

X1
x5

10
30

N2
N3 —•

55
20

x8 60 N4 =5 35

x10 = 25 N6 = 20

11
— 15 N7 = 60

N8 - 10
40

Rozwiązanie to oznacza, że 10 pracowników powinno o- 
trzymać urlop w styczniu, 30 - w maju, 60 - w sierpniu 
itdo Jednocześnie wystąpią nieuniknione nadwyżki stanu 
pracowników: w lutym 55 pracowników, w marcu 20 pracow­
ników, w kwietniu 35 pracowników itd.

Można łatwo sprawdzić, że powyższe rozwiązanie rów­
nież spełnia układ równań /8/ i również według tego roz­
wiązania uzyskuje się tę samą wartość funkcji celu F* =
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i! M 140 /suma wszystkich zatrudnionych pracowników/ i F” =
240 e
Rozwiązała to jest przedstawione w prawej części 

rys. 2.

5. PRZYKŁAD DLA ROZKŁADU ZMIAN W CIĄGU GODZIN DOBY

5.1.  Dane wyjściowe przykładu

Poniższy przykład może dotyczyć np, dobowego rozkła­
du pracy telefonistek centrali międzymiastowej.

Rozkład niezbędnej liczby telefonistek w ciągu godzin 
doby przedstawia się następująco /nie uwzględnia się tu 
pory nocnej cd godz. 24°° do godz, 8°°/:

Godz iny
zegarowe

Indeks 
kolejnej 
godziny

Niezbędna 
liczba te­
lefonistek

1 2

|H „ 9°° • 1 7
n00 _rt009 - 10 2 48

.-0010 - 11 3 45
1100 - 12°° 4 42

12°° - 13°° 5 39
1J00 = 1400 6 38

i*00 -15°°; 7 30
„OO .^0015 - 1o 8 32
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--- -—-----------
1 2 3

j l600 - 1?00 9 28

I 1700 „ 1800 10 22

J 1800 - 19°°' 11 24

i^00 - 2000' 12 27
on n

20 - 2T 13 32

2100 - 2200 14 35
1 2200 - 23°° 15 13
| 23°° - 2400 16 6

Przyjmijmy następujące warunki, wynikające z regula­
minu pracy, ograniczające swobodę opracowania rozkładu 
zmian:

- telefonistka ma mieć w ciągu doby nieprzerwany czas 

pracy,

- liczba godzin pracy w danym dniu dla dowolnej telefo­
nistki może wynosić tylko albo 5, albo 6, albo 7 go­
dzin /rozumie się, że rozkład miesięczny zapewni wyko­
rzystanie miesięcznej liczby godzin pracy dla każdego 
pracownika oddzielnie/,

- zmiana nie może zaczynać się ani kończyć w godz. 24°°- 
- 8°°o
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5.2 . Model matematyczny dla optymalizacji zagadnienia

Jako zmienną x.  przyjmijmy liczbę telefonistek roz- 
poczynających pracę z początkiem i-tej godziny /według
indeksu kolejnej godziny/ i których zmiana trwa j godzin.
Np. *3.6 oznacza liczbę telefonistek, które rozpoczyna­
ją pracę na początku 3. godziny /tzn. według zegara o
godz. 1000 / i które w tym dniu pracują 6 godzin /kończą 

pracę według zegara o godz. 16 /,
Ponadto przez N. oznaczmy dla i-tej godziny nadmiar 

stanu obecnych telefonistek ponad ich niezbędną liczbę.
Dla każdej godziny oddzielnie zestawia się stan obec­

nych telefonistek i porównuje się go z ich niezbędną 
liczbą - uzyskując zbiór warunków modelu matematycznego 
/tabl. 10/.

Na przykład dla pierwszej godziny, i = 1 /według ze­
gara od 800 do 9°°/ obecne są telefonistki, które stawi­

ły się do pracy na początku pierwszej godziny i mają 
pracować 5, 6 i 7 godzin. Stan obecnych telefonistek ma 
wynosić dla pierwszej godziny co najmniej 7, a więc u- 
zyskuje się równanie:

x1,5 + x1,6 + x1,7 " "i = 7

Na przykład dla siódmej godziny, i = 7 /według zega­
ra od 1400 do 1500 / obecne są telefonistki, które przy­

szły w pierwszej godzinie na 7 godzin, które przyszły w 
drugiej godzinie na 6 i 7 godzin oraz wszystkie, które 
przyszły w trzeciej, czwartej, piątej, szóstej i siódmej
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godzinie. Stan ten nie może być mniejszy niż 30. Waru­
nek ten wyraża siódme z kolei równanie modelu /tabl,10/, 

W analogiczny sposób zostały zestawione wszystkie 16 
równań modelu.

Należy zwrócić uwagę na przyjęte z regulaminu zało­
żenie, że telefonistki nie mogą kończyć pracy później 
niż o godz. 2400.  Wynika z tego, że telefonistki pracu­
jące 5 godzin mogą przychodzić do pracy najpóźniej o 
godz. 1900, czyli w dwunastej godzinie według przyjętej 

numeracji /jest to zmienna x 12,5 /, telefonistki pracu- 
 jące 6 godzin mogą przychodzić najpóźniej o godz. 1800. 

/x4. ^/ i telefonistki pracujące 7 godzin - o godz.17 
A^'’^/o Powoduje to, że w modelu ma.tematycznym nie wy­
stąpiły takie zmienne, jak ^ '̂ ?0 ^p^* ^35 itd.

Łącznie model matematyczny dla tego przykładu składa
się z 33 zmiennych typu x. ' i z 16 zmiennych typu N. 
oraz zawiera 16 warunków ograniczających.

W tablicy 10 funkcja celu przedstawiona jest w dwu
ujęciach: można minimalizować łączną sumę godzin pracy 
/obecności/ wszystkich telefonistek, mnożąc ich liczbę 
przez odpowiednie ilości godzin pracy - lub można mini­
malizować sumę nadmiarów stanu obecności ponad niezbęd­
ne potrzeby.

5.3. Rozwiązanie przykładu

Model matematyczny przedstawiony w tabl. 10 został 
rozwiązany za pomocą algorytmu simpleks. Ręczne rozwią­
zanie takiego modelu /a rozmiarze 65 x 1*6/ jest już dość 
żmudne.
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Po przeprowadzeniu procesu iteracyjnego /w 18 kro­
kach/ z ostatniej tablicy simpleks okazało się, że opty­
malne rozwiązanie posiada warianty, równorzędne pod 
względem wartości funkcji celu. Dwa z tych wariantów zo­
stały przedstawione poniżej.

I wariant II wariant

*%5 £ 10 "i 3 3 S5 = 10 "i 3 3

X2,5 Z 8 N3 3 3 X2,5 3 8 N3 3 3

X2 ,7 3 30 N4 3 6 x2,6 3 20 "4 = 6

x8,7 2 H5 9 X2,7 3 10 S 3 9

x9,6 3 20 % = 6 X8,7 3 22 N10 = 6

x9,7 - 6 3 5 x9,7 3 6 11 3 4

11,5
3 1 N12 X 8 X12,5 = 7 N12 — 8

X12,5 — 6 N13 3 3 N13 3

"46 3 1

Na przykład I wariant rozwiązania oznacza, że 10 te- 
lefonistek ma rozpocząć prace w pierwszej godzinie /tzn. 
o godz. 800 według zegara/ i pracować 5 godzin, 8 tele­

fonistek ma rozpocząć pracę w drugiej godzinie /tzn. o 
9 00/ i pracować 5 godzin, 30 telefonistek ma rozpocząć 

pracę w drugiej godzinie i pracować 7 godzin itd.
Całość rozwiązania /w dwóch wybranych wariantach/ 

jest przedstawiona graficznie na rys. 3.
Wartość funkcji celu dla optymalnych rozwiązań wyno-
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si F = 511 roboczogodzin lub - jeśli oblicza się sumę 
nadmiarów stanu obecności ponad niezbędne potrzeby - 
F* = 43; takie wartości funkcji celu wypadają - oczywi­
ście - dla wszystkich wariantów optymalnego rozwiązania.

6. ZAKOŃCZENIE

Z niniejszego artykułu, a zwłaszcza z rozwiązanych 3 
praktycznych przykładów wynika, że zagadnienie optymal­
nych rozkładów zmian personelu w warunkach nierównomier­
nego natężenia pracy może być rozwiązywane metodami pro­
gramowania liniowego i że posiada istotnie praktycznie 
optymalne rozwiązanie.

Oczywiście, rozwiązane przykłady zostały zbudowane 
dla dość teoretycznych warunków; np. w przykładzie dla 
rozkładu urlopów /rozdz. 4/ założono, że poszczególni 
pracownicy wykorzystują urlop w całości w ciągu pełnych 
miesięcy kalendarzowych. Jednak posługując się przedsta- *
wionymi w niniejszym artykule metodami można by - kosz­
tem rozbudowania modelu matematycznego - uwzględnić rów­
nież np. 2-tygodniowe urlopy lub uwzględnić rozpoczyna­
nie urlopów w środku miesiąca /np. w odstępach tygodnio­
wych lub 10-dniowych/.

Jednakże niezależnie od tych pewnych uproszczeń przed­
stawionych przykładów można twierdzić, że optymalne roz­
wiązania uzyskane za pomocą metod programowania liniowe- 1
go nadają się do praktycznego wdrożenia w życie.

Wszystkie przykłady zawarte w artykule zostały roz­
wiązane ręcznie /nie bacząc na duży związany z tym na-
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kład pracy/. Natomiast można uważać, że przyszłe prak­
tyczne zastosowanie opisanych metod będzie wymagało u— 
życia elektronicznych maszyn liczących, gdyż - jak wia­
domo - algorytm simpleks należy do standardowego opro­
gramowania maszyn matematycznych.

Stosowanie maszyn liczących /w przyszłości elektro­
nicznej maszyny liczącej w resorcie łączności/ umożliwi 
nie tylko bardziej masowe budowanie i rozwiązywanie pro­
blemów optymalnego rozkładu zmian personelu /gdyż do wy­
korzystania w tym celu maszyn liczących wcale nie jest 
potrzebna praktyczna znajomość algorytmu simpleks/, ale 
również wprowadzenie do budowanych modeli matematycz-. 
nych takich warunków, które spowodują bardziej życiową 
przydatność uzyskiwanych rozwiązań.
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