Ustalona a preferowana kolejnosé ruchow
w grze pojedynczej
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Przeanalizowano dwuosobowe gry o sumie niezerowej pod kqtem preferowanej dla graczy kolejnosci ruchow,
ich zwiqzku z faktem istnienia lub nieistnienia rownowagi Nasha, zwiqzku z modelami gry Stackelberga oraz
koniecznosci wykonywania ruchow w okreslonej kolejnosci.

teoria gier, gry rynkowe, kolejnosc¢ ruchow, rownowaga Nasha, gry Stackelberga, gra pojedyncza, gra podwdjna

Wprowadzenie

Teoria gier — matematyczna teoria konfliktu i kooperacji — doczekata si¢ licznych zastosowar
[16, 18, 20]. Jednym z ciekawszych zagadnieri (nie tylko praktycznych, ale i teoretycznych) jest proba
opisania i rozwigzania, za pomocg wiasciwych dla niej narzgdzi, problemdw zaistnialych w sytuacjach
o charakterze faczacym w sobie zaréwno element konfliktu, sprzecznosci intereséw oraz dazen,
jak i element kooperacji, koniecznosci podejmowania wspéipracy i ustalania wspdlnej strategii gry.
Jednym z praktycznych przyktadow tego typu sytuacji jest przypadek konkurencyjnej gry na rynku
telekomunikacyjnym, gdzie podmioty biorgce udziat w grze, z jednej strony, konkuruja o ograniczone
zasoby (w szczeg6lnosci o dostep do ograniczonej liczby potencjalnych abonentéw), a z drugiej —
muszg nawigzywac wspoOtprace w zakresie potaczen migdzysieciowych, niezbednych do zapewnienia
wlasnym abonentom fgcznosci z abonentami innego operatora [12]. Wnikliwa analiza tego typu
sytuacji — przy nawet silnie upraszczajacych zalozeniach, ze w grze bierze udziat jedynie dwbch
graczy (dwa przedsiebiorstwa telekomunikacyjne), ktérzy kierujg si¢ wylgcznie jednym kryterium
oceny podjetych przez siebie decyzji (gra jednokryterialna), a przy tym traktuja dang sytuacje

w grze jako unikatowg, oderwang od przysztych, analogicznych sytuacji (gra jednokrotna) — pokazuje,
ze jest wiele szczegélowych zagadnien do rozwazenia [9, 10, 12]. Analizie jednego z tych zagadnien
poswigcono niniejszy artykul.

Rozpatrywany jest przypadek gry rynkowej, w ktérej bierze udziat dwoch graczy: A i B. Strategie a;
gracza A odzwierciedlajg Swiadczone przez niego uslugi na rynku detalicznym (dla uzytkownikéw
koricowych) oraz zwigzane z nimi ceny (ich konkretng wysokos¢). Strategie b; obejmujg ustugi

i zwigzane z nimi ceny na rynku detalicznym gracza B. Ustugi i zwigzane z nimi ceny na rynku
hurtowym (ustugi Swiadczone w relacji migdzyoperatorskiej) sg reprezentowane przez strategie h;.
O ile na strategie na rynkach detalicznych gracze maja indywidualny wplyw (ustalaja je w niezalezny
spos6b), o tyle strategie na rynku hurtowym sa ustalane w czasie negocjacji mi¢dzyoperatorskich,
a wiec wybor okreslonej strategii h; zalezy od decyzji obu graczy. Na potrzeby analizy zostanie
przyjete, ze strategie h; oznaczajg decyzje hipotetycznego gracza H.

Gracze A i B oceniajg swoje decyzje z punktu widzenia pojedynczego kryterium — funkcji wypfaty,
moze to by¢ np. zysk, udzial w rynku, czy dystrybucja ruchu w sieci. Wyplata (warto$¢ funkcji wyplaty),
jaka gracze otrzymuja, jest rezultatem podjecia odpowiednich decyzji na rynkach detalicznych:
a; oraz bj, jak tez i na rynku hurtowym h;. W rezultacie ustalenia strategii a;, b; i h; gracz A
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otrzymuje wyplate V]{? (a;), natomiast gracz B wyplate V#(b;). Wynik gry jest okreslony para wyptat
[V]‘.‘} (a;), VE(b;j)]. Obaj gracze znaja nawzajem swoje macierze wyptlat, jak réwniez cel, do jakiego
daza. Ponadto zostanie przyjete, ze obaj gracze dgza wylacznie do maksymalizacji wlasnej funkcji
wyplaty®.

Ruchy poszczegblnych graczy sg reprezentowane przez procesy ustalania cen na odpowiednich
rynkach:

e 4 — proces ustalania cen na rynku detalicznym gracza A;
e ‘B — proces ustalania cen na rynku detalicznym gracza B;

e 7 — proces negocjacji stawek rozliczeniowych miedzy graczami A i B (ruch hipotetycznego
gracza H).

Zaklada sieg, ze procesy 4, B i H sg rozlaczne, a kolejnosé ruchéw jest ustalona.

Sytuacje¢, w ktérej zaden z proceséw nie dobiegt korica, okresla si¢ mianem gry podwdéjnej [9, 10].
Sytuacje, w ktorej jeden z graczy (A, B lub H) ustalil juz swoje ceny (wybrat okreSlong strategie
gry), okresla si¢ mianem gry pojedynczej. Gra przebiega wigc dwufazowo. W pierwszej fazie jest
rozgrywana gra podwdjna, natomiast w drugiej — gra pojedyncza. Okreslona gra pojedyncza jest zatem
rezultatem rozegrania gry podwdjnej w okreSlony sposéb.

Na potrzeby analizy zostanie przyjeta konwencja uporzadkowywania wyplat graczy w formie
tzw. macierzy wyplat. W tablicy 1 przedstawiono przykladowa macierz wyptat w grze podwdjnej.
Kazdy z graczy (A, B 1 H) ma tu do wyboru po trzy strategie.

Tabl. 1. Przyktadowe macierze wyplat w grze podwdjnej
przy wyborze strategii hy, hy, h3

Strategie i Strategie h Strategie hs
by by b3 by by b3 by by b3
ai 2,3] | [3,1] | [1,4] ai [1,2] | [2,3] | [3,2] ai [2,5] | [3,4] | [4,3]
as 2,2] | [5,3] | [3,95] as [5,2] | [4,3] | [4,4] az [1,1] | [2,5] | [2,5]
a3 [3,2] | [3,4] | [4,2] as [2,3] | [3,2] | [2,3] az [3,3] | [3,2] | [2,3]

Jesli w tej grze pierwszym ruchem bedg negocjacje cen na rynku hurtowym #, ktére zakonczg
si¢ wyborem strategii i; (ustaleniem okreslonego przez t¢ strategi¢ zakresu ustug i odpowiadajgcych
im cen), wowczas gra pojedyncza, w ktorej biorg udziat gracze A i B, bedzie opisana taka macierza
wyplat, jak w tablicy 2.

W praktyce wartosci funkcji wyplaty uzyskuje sie¢ na podstawie analizy konkretnych modeli popytu na Swiadczone ustugi,
modelu kosztu oraz ogolnego modelu architektury sieci. Gracze (przedsiebiorstwa telekomunikacyjne) nie zawsze muszq
dqzy¢ do maksymalizacji wartoSci kryterium, ktore przyjmujq za miare oceny podjetych decyzji. Gracze rownie dobrze mogq
dgzy¢ do minimalizacji, czy stabilizacji tych wartosci. W takich przypadkach naleZy te kryteria przeksztatci¢ do postaci
maksymalizowanej, nie jest to trudne zagadnienie [8]. Ogolniejszy natomiast bedzie przypadek, w ktorym gracze dqzq zarowno
do maksymalizacji wiasnej funkcji wyptaty (cel indywidualnie efektywny), jak i do minimalizacji funkcji wyptaty drugiego gracza
(cel antagonistyczny).
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Tabl. 2. Macierz wyplat
w grze pojedynczej

Strategie b by b3
ap 2,3 3,1 1,4
a 2,2 5,3 3,5
as 3,2 3,4 4,2

Jesli w rezultacie jej rozegrania gracz A, wykonujacy ruch jako pierwszy, wybierze, np. strategi¢ as,
natomiast gracz B odpowie strategia by, wowczas ustali si¢ wynik [V3 (a3), V2 (b2)] = [3,4].

Preferowana kolejnosé ruchéw w grze pojedynczej

Przyjeta jako ustalona kolejno$¢ ruchéw w grze nie jest bynajmniej dla graczy bez znaczenia.
Wykazane to zostanie na przyktadzie gry pojedyncze;.

Rozpatrzona zostanie gra z macierza wyplat jak w tablicy 3. W tej grze obaj gracze A i B, dazacy do
maksymalizacji wlasnej funkcji wyplaty, chcieliby méc wykonaé ruch jako pierwszy. Jesli pierwszy

wykona ruch gracz A, wéwczas wybierze strategi¢ az, co w rezultacie odpowiedzi b, gracza B ustali
wynik [3,2]. Gdyby jednak gracz B wykonywat ruch jako pierwszy, wowczas wybratby strategi¢ b,

co w rezultacie odpowiedzi a; gracza A ustalifoby wynik [2,3]. A zatem dla obu graczy jest korzystnie
ruszy¢ si¢ jako pierwszy.

Tabl. 3. Macierz wyplat
w grze pojedynczej
Z preferencjq pierwszego

Strategie b by
a 2,3] | [1,1]
a [1,1] | [3,2]

Sytuacja bedzie juz inna, gdy macierz wyplat w grze pojedynczej bedzie jak w tablicy 4. W tym
przypadku obu graczom optaca si¢ ruszy¢ jako drugi. JeSli pierwszy ruszy si¢ gracz A, wéwczas —
niezaleznie od tego, czy wybierze strategi¢ a; czy ap — ustali sic wynik [2,3]. Jesli pierwszy ruszy
si¢ gracz B, wéwczas — niezaleznie od tego, czy wybierze strategi¢ by czy by — ustali si¢ wynik [3,2].
Kazdy z graczy otrzymuje wigc wigkszg wyptate wowczas, gdy rusza si¢ jako drugi.

Tabl. 4. Macierz wypltat
w grze pojedynczej
Z preferencjq drugiego

Strategie b by
ai 23] | 3,2
a ) )

3-4/2007




Ustalona a preferowana
Sylwester Laskowski kolejnosé ruchow w grze pojedynczej

Zaktadajac, ze zaden z graczy nie ma strategii niejednoznacznych, czyli takich, ktére prowadzg do
jednakowej wyplaty dla gracza, ktéry te strategie¢ ma, jednakze do innych wyptat dla drugiego gracza,
mozna wprowadzi¢ nastgpujace definicje.
Definicja 1. Dla gracza A jest korzystnie ruszyc si¢ jako pierwszy, wtedy i tylko wtedy, gdy:

VJA// (ai/) > V]A/ (ai//).
Dla gracza A jest korzystnie ruszyc sie jako drugi, wtedy i tylko wtedy, gdy:

Vid(ar) < Vi (ap),

gdzie:
i'  — indeks optymalnej strategii gracza A, gdy rusza si¢ on jako pierwszy;
Jj'  — indeks strategii racjonalnej odpowiedzi gracza B;
Jj' — indeks optymalnej strategii gracza B, gdy rusza si¢ on jako pierwszy;
i — indeks strategii racjonalnej odpowiedzi gracza A.

Uzyte w tej definicji pojecie optymalnej strategii gracza A oznacza taka strategi¢ a;, ktdra

z uwzglednieniem najkorzystniejszej z punktu widzenia gracza B odpowiedzi (strategii B(ai)) da
graczowi A najlepsza mozliwg wyplate: a; = d = argmax; VfA (a;). Natomiast pojecie racjonalnej
odpowiedzi gracza wprowadzono w celu zachowania ogdlnosci rozwazan. O ile bowiem pojecie
optymalnej odpowiedzi odnosifoby si¢ wylacznie do oceny z punktu widzenia warto$ci wypfaty, jaka
otrzymuje dany gracz (ten, ktéry odpowiada), o tyle pojecie racjonalnej odpowiedzi zawiera w sobie
rowniez mozliwo$¢ formutowania celéw nie tylko optymalnych (jak przyjeta tu maksymalizacja
wlasnej funkcji wyplaty), ale takze celéw antagonistycznych, mierzacych bezposrednio w pogorszenie
warto$ci wyplaty drugiego gracza lub uksztattowanie odpowiedniej réznicy migdzy wlasng wyptata
a wyplatg drugiego gracza [9, 10].

Analogiczng definicje mozna sformulowaé dla gracza B.

Sytuacja wystgpujaca w przypadku gier z macierzg wyplat jak w tablicach 3 i 4, gdy dla obu graczy
bylo korzystnie ruszy¢ si¢ jako pierwszy lub jako drugi, nie jest przypadkowa. W istocie — poza
przypadkami niejednoznacznosci strategii, co oméwiono w dalszej czesci artykulu — preferencje obu
graczy odno$nie do optymalnej kolejnosci ruchéw sa zawsze przeciwstawne: jeSli dla gracza A jest
korzystnie ruszy¢ si¢ jako pierwszy, to rowniez dla gracza B jest korzystnie ruszy¢ si¢ jako pierwszy;
jesli dla gracza A jest korzystnie ruszy¢ si¢ jako drugi, to takze dla gracza B jest korzystnie ruszy¢ si¢
jako drugi. Prawdziwe sa bowiem ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 1. Dla gracza A jest korzystnie ruszyc sie¢ jako pierwszy, wtedy i tylko wtedy, gdy rowniez
dla gracza B jest korzystnie ruszyc si¢ jako pierwszy:

V]'-L}/(ai/) > Vﬁ (ap) <= Vﬁ(bj/) > Vf(bj//),

gdzie:
i — indeks optymalnej strategii gracza A, gdy rusza si¢ on jako pierwszy;
j" = indeks strategii racjonalnej odpowiedzi gracza B;
J' — indeks optymalnej strategii gracza B, gdy rusza si¢ on jako pierwszy;
i — indeks strategii racjonalnej odpowiedzi gracza A.
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Dowéd. Zalozenie, ze dla gracza A jest korzystnie ruszy¢ si¢ jako pierwszy (wybraé strategi¢ ay),
jest réwnoznaczne ze stwierdzeniem, ze wartoS¢ wyptaty (Vj‘f}/ (ay)), jaka w wyniku racjonalnej
odpowiedzi (b;») gracza B (maksymalizujacej wyptlate Vf (bj)) otrzyma gracz A, jest lepsza od tej
(V]’.‘} (a;n)), jakg otrzymalby, gdyby gracz B, znajacy racjonalne odpowiedzi gracza A (a;), ruszal si¢
jako pierwszy (b;). Zachodzi wigc zaleznos¢:

VjA// (ai/) > V]A/ (ai//).
Fakt, ze gracz B w sytuacji ruszania si¢ jako pierwszy wybralby strategi¢ inng niz bj (bjy # bjn),
oznacza, poza przypadkami niejednoznacznos$ci, ze warto§¢ wyptaty w przypadku ruszania si¢ jako
pierwszy (Viﬁ (bj)) jest dla niego lepsza, niz w przypadku ruszania si¢ jako drugi. Stad:

VE(bj) > VE(bjn).

Dowdd drugiej strony implikacji jest analogiczny. Zalozenie, ze dla gracza B jest korzystnie ruszy¢
si¢ jako pierwszy (wybrac¢ strategi¢ bjr), jest rownoznaczne ze stwierdzeniem, ze wartos¢ wyplaty
(VB(b;)), jaka w wyniku racjonalnej odpowiedzi (a;) gracza A (maksymalizujacej wyplate V;) (ai))
otrzyma gracz B, jest lepsza od tej (Vf (bjn)), jaka otrzymalby, gdyby gracz A, znajacy racjonalne
odpowiedzi gracza B (b»), ruszat si¢ jako pierwszy (ay). Zachodzi wigc zaleznosc:

Vll/?(b]/) > Vll/g(b]//)

Fakt, ze gracz A w sytuacji ruszania si¢ jako pierwszy wybralby strategie inna niz ay (ay # an),
oznacza, ze warto§¢ wyplaty w przypadku ruszania si¢ jako pierwszy (Vj‘f}/ (a;r)) jest dla niego — poza
przypadkami niejednoznacznoSci — lepsza, niz w przypadku ruszania si¢ jako drugi. Stad:
Vé/ (ai’) > V]é (ai//).

J ]

Twierdzenie 2. Poza przypadkami niejednoznacznosci — dla gracza A jest korzystnie ruszyc si¢ jako
drugi, wtedy i tylko wtedy, gdy rowniez dla gracza B jest korzystnie ruszyc¢ si¢ jako drugi:
Vﬁ/ (Cl,'/) < Vﬁ (Cl,'//) — Viﬁ(bj/) < Vf(bj//).

Dowdd. Dowdd jest analogiczny jak w przypadku twierdzenia 1. m

Przy zalozeniu, ze obaj gracze znaja swoje macierze wyplat® oraz cel, do jakiego zmierzaja, mozna
wprowadzi¢ nastepujace definicje.

Definicja 2. Gra z preferencjq pierwszego jest to gra, w ktorej — w sytuacji, gdy obaj gracze znajq
nawzajem swoje macierze wypltat i cel, do jakiego dqzg — dla obu graczy jest korzystnie ruszyc sie jako
plerwszy.

D w przypadku gdy jeden z graczy nie zna macierzy wyplat drugiego gracza, twierdzenia 1 i 2 nie muszq byc¢ prawdziwe [9].

3-4/2007




Ustalona a preferowana
Sylwester Laskowski kolejnosé ruchow w grze pojedynczej

Definicja 3. Gra z preferencjq drugiego jest to gra, w ktorej — w sytuacji, gdy obaj gracze znajq
nawzajem swoje macierze wypltat i cel, do jakiego dqzg — dla obu graczy jest korzystnie ruszyc sie jako
drugi.

W powyzszych definicjach systematycznie byto czynione zalozenie braku niejednoznaczno$ci strategii
graczy. Moze jednak by¢ taki przypadek, ze dla jednego z graczy nie ma znaczenia, ktérg z roz-
wazanych strategii wybierze, kazda bowiem bedzie mu dawala jednakowo dobrg warto$¢ wyplaty.

Tabl. 5. Macierz wyptat
w grze pojedynczej
z jednostronng
preferencjq drugiego

Strategie b by
ai 2,2] | [3,2]
a 3,2] | [2,2]

Bedzie tak, dla przykfadu, w grze z macierza wyptat jak w tablicy 5. W przypadku tej gry
strategie by i by sa dla gracza B niejednoznaczne. Niezaleznie od tego, jaka strategie wybierze
gracz A, gracz B i tak otrzyma wyplate réwng 2. Kolejno$¢ ruchéw nie ma wigc dla niego znaczenia.
Ma natomiast znaczenie dla gracza A. Ruszajgc si¢ jako pierwszy, niezaleznie od tego, ktérg ze
strategii a; gracz A wybierze, jego wyplata moze przyjaé warto$¢ zaréwno 2, jak i 3. W interesie
gracza A jest zatem ruszyc¢ si¢ jako drugi. Jesli gracz B wybralby strategi¢ by, gracz A odpowiedziatby
strategia ay, jesli natomiast gracz B wybralby strategie b», gracz A odpowiedzialby strategia a;. W obu
przypadkach gracz A otrzyma wyptate réwna 3.

Mozna wigc wprowadzi¢ nastg¢pujacg definicje.

Definicja 4. Gra z jednostronng preferencjq drugiego jest to gra, w ktorej — w sytuacji, gdy obaj gracze
znajqg nawzajem swoje macierze wyptat i cel, do jakiego dqiq — dla jednego 7 graczy jest korzystnie
ruszyc sie jako drugi, a dla drugiego gracza kolejnos¢ ruchow nie ma znaczenia.

Warto zauwazy¢, ze nie ma sensu wprowadzanie pojecia gry z jednostronna preferencja pierwszego.
Gra taka musiataby by¢ zdefiniowana jako gra, w ktérej — w sytuacji, gdy obaj gracze znaja nawzajem
swoje macierze wyplat i cel, do jakiego daza — dla jednego z graczy jest korzystnie ruszy¢ si¢ jako
pierwszy, a dla drugiego gracza kolejnos¢ ruchéw nie ma znaczenia. O korzySci z ruchu jako pierwszy
jest sens moéwi¢ wowcezas, gdy z punktu widzenia danego gracza warto uprzedzi¢ ruch drugiego gracza,
aby w ten sposéb ,,wymusi¢” na nim korzystng dla siebie odpowiedZ. Zalozenie, ze dla drugiego
gracza kolejno$¢ ruchéw nie ma znaczenia, jest rOwnoznaczne ze stwierdzeniem, ze nic wymusi¢ sie
nie da, a wiec wyprzedzenie jego decyzji nie ma sensu. Dlatego tez w twierdzeniu 1 nie pojawia si¢
zwrot warunkowy ,,poza przypadkami niejednoznacznosci’, ktéry zawarto w twierdzeniu 2.

Ponadto nalezy zaznaczy¢, ze identyczno$¢ wartosci wyplat danego gracza dla dwdéch réznych
strategii nie gwarantuje ich niejednoznaczno$ci. Kwestia ta zalezy od tego, jakie wartoSci dla tych
strategii przyjmuja wyplaty drugiego gracza oraz od kolejnosci ruchéw graczy. Dla przykladu, w grze
z macierzg wyplat jak w tablicy 6, strategie b; i b» gracza B majq identyczne warto$ci wyplat gracza B
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dla wszystkich strategii gracza A. Nie sg one jednak niejednoznaczne wéwczas, gdy gracz B musialby
si¢ ruszy¢ jako pierwszy. Jedli w takiej sytuacji gracz B wybralby strategie b;, wéwczas odpowiedzia
gracza A bylaby strategia as, co datoby wynik [3,3]. Jesli gracz B wybratby strategi¢ by, wowczas
odpowiedzig gracza A bylaby strategia a;, co datoby wynik [3,2]. Dla gracza B nie jest zatem bez
znaczenia, ktérg ze strategii b; wybierze. Zalezno$¢ ta nie bedzie jednak juz zachodzi¢, gdy gracz B
bedzie si¢ ruszal jako drugi; wéwczas obie strategie bedg dla gracza B tak samo atrakcyjne, a wigc
niejednoznaczne.

Tabl. 6. Macierz wyptat w grze,
w ktorej — mimo identycznosci wyptat
gracza B — dla strategii by i by
nie sq one niejednoznaczne

Strategie by by
ai 2,2] 3,2]
a [3,3] 2,3

Dla odmiany jest mozliwy rowniez przypadek, kiedy strategie o réznych wartoSciach wyptat dla
gracza B beda dla niego niejednoznaczne. Moze tak by¢ jedynie wéwczas, gdy gracz B bedzie
wykonywal ruch jako pierwszy. Dla przykladu, w grze z macierza wypftat jak w tablicy 7, w sytuacji
gdy gracz B musi wykona¢ ruch jako pierwszy, nie ma dla niego znaczenia, ktdra ze strategii b;
wybierze. W obu bowiem przypadkach moze si¢ spodziewaé wyplaty réwniej ViB (bj) =3. Na
strategie by gracz A odpowie strategia ap, natomiast na strategi¢ b, odpowie strategig aj, co do-
prowadzi odpowiednio do wynikéw [3,3] albo [2,3].

Tabl. 7. Macierz wyptat w grze,
w ktorej — mimo roznych wartosci wyptat
dla strategii gracza B - strategie te
sq niejednoznaczne wowczas,
gdy gracz B wykonuje ruch jako pierwszy

Strategie by by
ai [1,2] 2,3]
a [35 3] [27 1]

W przypadku gdy gracz B wykonuje ruch jako drugi, niejednoznaczno$¢ strategii moze wystgpic¢
jedynie wéwczas, gdy — dla planowanej do wybrania przez gracza A strategii a; — wartosci wypltat
gracza B dla niejednoznacznych strategii sg identyczne. Gdyby tak nie bylo, gracz B wybralby strategie,
dajaca mu wiekszg warto$¢ wyplaty, co przeczy zalozonej niejednoznacznosci.

Mozna wigc wprowadzi¢ definicje gry bez preferencji ruchéw.

Definicja 5. Gra bez preferencji ruchow jest to gra, w ktorej kolejnosc ruchow dla zZadnego z graczy
nie ma znaczenia.
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Dla przykladu, gra z macierza wyptat jak w tablicy 8 jest gra bez preferencji ruchéw. Niezaleznie od
tego, kto bedzie wykonywat ruch jako pierwszy, spodziewanym rezultatem gry bedzie wynik [3,3].

Tabl. 8. Macierz wyptat
w grze bez preferencji ruchow

Strategie b by
ai [1,2] 2,1]
a 3,3] 2,1]

Preferowana kolejnosé ruchow a ré6wnowaga Nasha

Réwnowaga Nasha jest zdefiniowana [20] jako taki wynik gry, w ktérym zadnemu z graczy — przy

zalozeniu, ze drugi gracz utrzyma swojg aktualng strategi¢ — nie optaca si¢ zmieniaé swojej strategii
gry. W sposéb formalny, dla gry w postaci normalnej [22] rozwigzanie rownowagowe okresla si¢ jako
takg faczng decyzje x* € Xy (Xo — zbidr decyzji dopuszczalnych), ze:

fila,.xrox) = filxd, o, ox), VX € X, Vi=1,...n.

Przy zatozeniu rézniczkowalnosci funkcji wyptaty fi(x), wynika stad uklad ponizszych warunkéw
koniecznych:
9fi(x")
axi

Zgodnie z przyjeta w niniejszym artykule konwencjg oznaczeni, otrzymuje si¢:

=0,Vi=1,...n.

X1 = 4,
xz:bj,
filxe,x) = Vi),

fr(xi.x) =VE(b)).

Charakterystyczng cechg gry z macierzg wyplat jak w tablicy 3 jest, ze ma ona dwie réwnowagi
Nasha: korzystniejszg dla gracza A réwnowage [3,2] oraz korzystniejszg dla gracza B réwnowagg [2,3].
Jest to gra z preferencja pierwszego, w ktorej kazdy z graczy dazy do uzyskania innego rozwigzania
rownowagowego. Nie jest to jednakze ogdlna zasada dla gier, w ktérych gracze chcg wykonac¢ ruch
jako pierwszy. Dla przykladu, w grze z macierza wyptat jak w tablicy 9 jest tylko jedno rozwiazanie
réwnowagowe [2,3], jednakze w interesie obu graczy jest wykonanie ruchu jako pierwszy. Gracz A
chciatby jako pierwszy wybraé strategi¢ a;, co w wyniku odpowiedzi by gracza B datoby wynik [3,2],
nie badgcy rozwigzaniem réwnowagowym: przy zalozeniu ustalonej strategii by, gracz A nie wybratby
strategii a1 tylko az, co datoby graczowi A korzystniejszy niz [3,2] wynik [4, 1]. Jednakze na strategi¢ a»
gracz B odpowiedzialby strategia b.

Gracz B natomiast chcialby jako pierwszy wybraé strategie¢ by, co w wyniku odpowiedzi a, gracza A
datoby wynik [2,3], bedacy rozwigzaniem réwnowagowym.
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Tabl. 9. Macierz wyplat

w grze 7 preferencjq pierwszego,
w ktorej jest tylko jedno
rozwigzanie rownowagowe

Strategie b by
ai 3.2 | L1
a (4.1 | 23]

Mozliwa jest jednak réwniez sytuacja, w ktorej gra z preferencjg pierwszego nie ma wcale rozwigzania
réwnowagowego®, jak to, dla przykfadu, jest w grze z macierza wyplat w tablicy 10. W tej grze obaj
gracze chcg ruszy€ si¢ jako pierwsi: gracz A wybralby strategie aj, co na skutek odpowiedzi b; datoby
wynik [4,2], gracz B wybralby strategie by, co na skutek odpowiedzi a, datoby wynik [2,3]. Zadne
z tych rozwiazafi nie jest rozwigzaniem réwnowagowym.

Tabl. 10. Macierz wyplat
w grze 7 preferencjq pierwszego,
w ktorej nie ma
rozwigzania rownowagowego

Strategie by by
ai [4,2] [1,1]
a [5,1] [1,1]
as [2,4] [2,3]

Dla ustalonej strategii a; = aj, gracz B wybierze strategi¢ b, co da wynik [4,2]. Jednak, jesli gracz A
miatby pewnoS$¢, ze gracz B odpowie strategig by, wybralby strategie a,, co datoby dla gracza A
korzystniejszy wynik [5, 1]. Analogicznie, dla ustalone;j strategii b; = by, gracz A wybierze strategi¢ a3,
co da wynik [2,3]. Jednak, jesli gracz B miatby pewnos¢, ze gracz A odpowie strategig a3, wybralby
strategi¢ bj, co datoby dla gracza B korzystniejszy wynik [2,4].

Charakterystyczng cecha gry z macierza wyplat jak w tablicy 4, ktéra — jak to wykazano — stanowi
gre z preferencjg drugiego, jest brak rozwigzania réwnowagowego. Nie jest to jednak wlasciwos¢
og6lna. Istnieja bowiem réowniez gry z preferencja drugiego, ktére majg rozwigzania rownowagowe.
Bedzie tak, dla przyktadu, w grze z macierzg wyplat jak w tablicy 11. W tej grze wynik [2,2] jest
rozwigzaniem rownowagowym: dla ustalonej strategii a; = a3, gracz B wybierze strategi¢ b3; dla
ustalonej strategii b; = b3, gracz A wybierze strategi¢ a3. Nie jest to jednakze rozwigzanie efektywne.
W istocie obaj gracze liczg na to, ze beda mogli wykonaé ruch jako drugi, a drugi gracz nie wybierze
strategii, prowadzacej do wyniku [2,2]. Jesli pierwszy ruszy si¢ gracz A i wybierze strategie a; lub ay,
gracz B moze doprowadzi¢ do wyniku [3,4], wybierajac strategic b; w odpowiedzi na strategi¢ a;
lub b, w odpowiedzi na strategi¢ a,. Analogicznej korzysci (wyniku [4,3]) moze si¢ spodziewac
gracz A, jesli pierwszy wykona ruch gracz B. W interesie obu graczy jest wiec wykonaé ruch jako
drugi, a zaden z nich nie jest zainteresowany rozwigzaniem réwnowagowym.

D Bierze sie tu pod uwage jedynie tzw. strategie czyste — gracz moze wybrac tylko jednq strategie. Nie rozwaza sie tu przypadku
strategii mieszanych, ktore polegajq na mozliwosci wyboru kilku strategii z roznym prawdopodobieristwem [20].
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Tabl. 11. Macierz wyptat w grze pojedynczej
z preferencjq drugiego, w ktorej jest
rozwigzanie rownowagowe

Strategie by by b3
ai [3,4] [4,3] [1,1]
a 43 | 3.4 | [L1]
a [1,1] [1,1] [2,2]

W kontekscie gry z rozwigzaniem réwnowagowym, ktérego wybor lezy w interesie jednego z graczy,
mozna sformutowac¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3. Jesli w danej grze w interesie jednego z graczy bedzie wybor rozwigzania rownowa-
gowego, to jest to albo gra z preferencjq pierwszego, albo gra bez preferencji ruchow.

Sytuacja gry z preferencja pierwszego wystepuje wowczas, gdy drugi gracz bedzie dazyt do
osiagniecia innego wyniku (réwnowagowego — jak to bylo w grze z macierza wyptat w tablicy 3 —
lub nie réwnowagowego — jak to bylo w grze z macierza wyptat w tablicy 10). Sytuacja gry bez
preferencji ruchéw bedzie wowczas, gdy w interesie obu graczy jest osiggniecie tego samego wyniku.
W szczegdlnosci niemozliwa jest sytuacja, w ktérej taka gra bedzie gra z preferencja drugiego, czy
z jednostronng preferencja drugiego.

Dowdd. Z definicji rozwigzania réwnowagowego wynika, ze jesli do rozwigzania tego prowadzg
strategie a; i b;f, to graczom nie optaca si¢ zmieniaé swojej strategii, jes§li majg pewnos¢, ze drugi
gracz swojej nie zmieni. Z zalozenia, ze w interesie danego gracza — np. gracza A — jest osiggnigcie
rozwigzania réwnowagowego, do ktérego prowadzi wybér strategii a; i b}, wynika, ze gracz ten
(ruszajac si¢ jako drugi) nie wybierze innej strategii a; # a; jako odpowiedzi na strategi¢ b7, jak
rowniez, ze nie jest w jego interesie, aby gracz B wybrat strategi¢ inng niz b;. Gracz A nie moze wigc
odnies¢ korzysci z tego, ze bedzie wykonywat ruch jako drugi.

Nie moze tez takiej korzysci odnies¢ gracz B, bytoby to bowiem w sprzecznosci z definicja rozwiazania
réwnowagowego. Z definicji tej wynika, ze w odpowiedzi na strategi¢ a; gracz B nie odniesie korzysci,
wybierajac strategi¢ inng niz b*, co byloby konieczne, aby rozpatrywana gra byla gra z jednostronng
preferencja drugiego. Rozwigzanie jest rozwigzaniem réwnowagowym wila$nie dlatego, ze kazdemu
z graczy (a wigc rowniez graczowi B) oplaca si¢ wybraé strategie, prowadzacg do niego (b;‘.), jesli

drugi gracz wybral strategi¢ (a}), ktéra osiagnigcie tego rozwiazania umozliwia. -

Preferowana kolejnosé ruchéw a model gry Stackelberga

W literaturze teorii gier [1-5, 13, 17, 21] od dawna funkcjonuje pojecie gry Stackelberga, od na-

zwiska niemieckiego ekonomisty Heinricha Freiherra von Stackelberga, ktory jako jeden z pierwszych

badat gry, w ktérych gracze wykonuja ruchy sekwencyjnie®.

Swaoj model gry sekwencyjnej Stackelberg opublikowat w 1934 r. w pracy ,,Marktform und Gleichgewicht”.
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W klasycznym modelu Stackelberga gracz, ktéry wykonuje ruch jako pierwszy, jest okreslany
jako leader, natomiast gracz wykonujacy ruch jako drugi jako follower. Model opisuje zjawisko
konkurencji duopolistycznej, w ktérej leader zna potencjalng odpowiedZ followera, a przy tym obaj
gracze podejmuja decyzje o charakterze ilosciowym®, dotyczaca planowanej wielkosci produkcji, przy
okreslonym poziomie popytu. W modelu gry Stackelberga leader jest zawsze w uprzywilejowanej
pozycji (first mover adventage), majac mozliwos¢ ustalenia takiej wielkoSci produkciji, jaka pozwoli mu
na uzyskanie wigkszego udziatu w rynku niz followera, ktérego (racjonalna) odpowiedzZ jest niejako
wymuszona, przez pierwotng decyzj¢ leadera.

Formalnie mozna to zapisa¢ w nastepujacy sposob. Niech x; i xp oznaczaja planowane wielkoSci
produkcji, odpowiednio gracza A (leadera) i gracza B (followera). Funkcje fi (xz,xp) oraz fr(xp,xrp)
oznaczaja udzialy w rynku, jakie gracze uzyskuja w efekcie ustalenia wielkos$ci produkcji na
poziomach x; i xp. Gracz A, leader, wie, ze w rezultacie ustalenia przez niego wielkosci produkcji
na poziomie x;, gracz B ustali w odpowiedzi takg wielko$é produkcji xp = rp(xz,), dla ktérej funkcja
udzialu w rynku followera — fr(xp,xr) przyjmie warto$¢ maksymalna:

H}(;%XfF(vaxF) = fr(xr,rr(xr)), )

w ktorej rp(xz) oznacza tzw. funkcje reakcji followera na okreslong decyzje x, leadera. Wiedzac,
jaki charakter bedzie miata odpowiedz followera (znajac jego funkcje reakcji rr(.)) leader ustala
taka warto$¢ produkcji xz, jaka, z uzwglednieniem odpowiedzi followera, zmaksymalizuje jego udziat
w rynku:

xp = argmax fr (xp,rr (x1). 2

Przewaga leadera bywa interpretowana, jako przewaga o charakterze informacyjnym: leader wie, jaki
charakter bedzie miata odpowiedzZ followera i ma mozliwoS¢ przekazania informacji o podjetej przez
siebie decyzji lub tez mozliwos$¢ zlozenia nieodwotalnego zobowigzania do wykonania okreslonego
ruchu®. Przy takiej interpretacji leader, de facto, nie musi wykonywaé ruchu jako pierwszy, a jedynie
zlozy¢ nieodwotalng i wiarygodng deklaracje wybrania okreslonej strategii. Wéwczas ruch followera,
bedgcy w istocie pierwszym ruchem w grze, musi zaleze¢ od deklarowanego ruchu leadera. Na
podstawie tej interpretacji powstala rodzina gier, okreslanych mianem odwrotnych gier Stackelberga
(inverse Stackelberg games) [17, 18, 19]. W odwrotnej grze Stackelberga to follower wykonuje
ruch jako pierwszy, natomiast leader ma mozliwo$¢ przekazania mu informacji, jaka bedzie jego
odpowiedz na okreslony ruch followera — rp(xr). Majac t¢ informacje, follower wybiera takg wielko$é
produkcji xr, jaka maksymalizuje jego udziatl w rynku:

Xp = argn;axfp (ro(xp),xF). 3)
F
Problem decyzyjny leadera sprowadza si¢ tu do wyboru optymalnej funkcji reakcji r; (xF). Symbo-
licznie mozna to ujaé w formie ponizszego zadania optymalizacji:

()= argrrn?);fL(rL(XP),xP)- )

®

Konkurencje o charakterze cenowym opisuje tzw. model Bertranda.

Osobnym problemem staje si¢ tu wiarygodnos¢ przekazanych przez leadera informacji z punktu widzenia followera, czy
tez w ogole mozliwosc¢ odbioru takich informacji. W przypadku gdy follower nie odbiera lub nie uwzglednia informacji

o wykonanym przez leadera ruchu (czy tez nieodwotalnym zobowiqzaniu do jego wykonania), jego odpowied? moze byc dla
leadera zaskoczeniem, a do opisu sytuacji bardziej trafny staje si¢ wowczas model Cournota, w ktorym gracze wykonujg ruchy
Jednoczesnie [14].
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Abstrahujac od charakteru podejmowanych decyzji (iloSciowych czy cenowych), nalezy stwierdzié,
ze analizowane w tym artykule gry z preferencja pierwszego (opisane np. w przyktadzie 3) stanowig
adekwatng ilustracje modelu gry Stackelberga, kiedy wykonujacy ruch jako pierwszy leader odnosi
z tego faktu korzys¢. Jednakze z racji na asymetri¢ informacyjng nie mozna w ogélnosci powiedziec,
ze follower skorzystalby w tej grze na wykonywaniu ruchu jako pierwszy. Leader jest tu w lepszej
sytuacji, gdyz zna funkcje reakcji rr(x;) followera, co w istocie oznacza znajomosé jego macierzy
wyplat i celu, do jakiego zmierza (indywidualnie efektywny lub antagonistyczny)®. Natomiast
Jollower, nie znajac funkcji reakcji leadera rp(xr), w istocie rozgrywatby gre przeciwko naturze, a to
oznacza, ze bardziej optacaloby mu si¢ wykonywac ruch jako drugi, gdy bedzie juz znal decyzje xr
leadera |7, 11].

Model odwrotnej gry Stackelberga stanowi adekwatng ilustracje gry z preferencja drugiego (por. przy-
ktad 4) i to dla obu graczy. Jesli w tej grze optaca si¢ leaderowi wykonac ruch jako drugi i przekazac
Jollowerowi jedynie charakter swojej odpowiedzi (funkcje reakcji r(xp), nie zas rzeczywista funkcje
wyplaty f1(xz,xr)), umozliwiajagca mu w ten sposéb wplywanie na ruch followera, to na mocy
twierdzenia 2 oznacza to, ze réwniez dla followera bedzie korzystniej wykonac¢ ruch jako drugi.

Warto jednakze zauwazy¢, ze model odwrotnej gry Stackelberga nie utozsamia si¢ w spos6b prosty
z grg z preferencja drugiego. W istocie, jak to bedzie rozwazane dalej, konieczno$§¢ wykonania ruchu
jako drugi moze powstaé niezaleznie od tego, czy jest to sytuacja korzystna dla danego gracza,
czy nie. Dla przykladu, leader moze by¢ zmuszony wykonywac ruch jako drugi w grze, w ktorej
wolatby méc wykonywac ruch jako pierwszy (zmuszony do wykonania ruchu jako drugi w grze

z preferencja pierwszego). Tu do analizy jego sytuacji decyzyjnej wlasciwy bedzie model odwrotnej
gry Stackelberga.

Pierwszym pytaniem, na ktére majgcy przewage informacyjng leader musi odpowiedzied, jest to,
w jaka gre bardziej optaca mu si¢ graé: w gre Stackelberga, czy w odwrotng gre Stackelberga,
czyli czy wykonaé ruch jako pierwszy, czy jako drugi. OdpowiedZ na to pytanie zalezy zaréwno
od struktury macierzy wyplat graczy i tego, czy definiujg one gre z preferencjy pierwszego, czy
gre z preferencja drugiego, jak i od tego, czy follower, posiadajacy jedynie informacj¢ na temat
wlasnej funkcji wyptaty fr(.) oraz albo informacje na temat decyzji leadera — x; (model gry
Stackelberga), albo jego funkcji reakcji 7 (xF) (model odwrotny gry Stackelberga), uzna t¢ informacije
(w szczegblnym przypadku deklaracje leadera) za wiarygodng. Mozliwe bowiem sg przypadki, gdy
w grze z preferencjg pierwszego, przy zalozeniu przewagi informacyjnej leadera, bedzie korzystniej
dla niego wykonac ruch jako drugi. Bedzie tak wéwczas, kiedy follower, pozbawiony informacji na
temat macierzy wyplat leadera — czyli rozgrywajacy w istocie gre przeciwko naturze — wybierze
strategi¢ (dobrze uzasadniong z punktu widzenia gry przeciwko naturze), ktéra bedzie dla leadera
korzystniejsza, niz gdyby ten mial wykonaé ruch jako pierwszy, a strategia followera bytaby na ten
ruch odpowiedzig.

Przyktad 1

Macierz wyplat dla graczy A i B przedstawia sie jak w tablicy 12%. Jest to gra z preferencja pierwszego.
W sytuacji gdy obaj gracze znaja swoje macierze wyptat, obaj chcieliby wykona¢ ruch jako pierwszy
(przy zatozeniu, ze gracze daza do celu indywidualnie efektywnego). Gracz A wybratby wéwczas

@ Zaktada sie tu, Ze funkcja reakcji followera jest rezultatem znajomosci przez leadera jego macierzy wyptat i celu, do jakiego
zmierza. Pomija si¢ natomiast przypadek, kiedy follower (na wzor leadera w odwrotnej grze Stackelberga) przekazuje leaderowi
informacje na temat swojej funkcji reakcji, nie odstaniajgc rzeczywistej macierzy wyptat, ani motywu (celu, do jakiego zmierza),
ktory powoduje transformacje tej macierzy w funkcje reakcyji.

@ Przyktad zaczerpniety z innego artykutu Autora [7].
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strategie ap, co w rezultacie odpowiedzi b, ustalioby dla gracza A korzystniejszy wynik [3,2],
natomiast gdyby pierwszy wykonatl ruch gracz B, wybralby strategie b3, co w rezultacie odpowiedzi a;
ustalitoby dla gracza B korzystniejszy wynik [2,3].

Tabl. 12. Ilustracja przypadku,
gdy graczowi A oplaca si¢ ruszyé
Jako pierwszy, gdy gracz B zna jego
macierz wyplat, a takze jako drugi,
gdy gracz B nie zna jego macierzy wyplat

Strategie b by b3
ap [4,1] [1,1] [2,3]
a [0,1] [3,2] [1,1]
as [0,3] [1,0] [1,0]

Jednakze w sytuacji, gdy gracz B nie znalby macierzy wyplat gracza A (gra w gr¢ przeciwko
naturze) i bylby zmuszony do ruszania si¢ jako pierwszy, decyzje odno$nie do wyboru strategii
oparlby wylacznie na analizie wlasnej macierzy wyplat, korzystajac z réznych kryteriow wyboru
strategii w grach przeciwko naturze [6, 12, 15, 20, 23]. W zaprezentowanym przykladzie wektor
wyplat gracza B, odpowiadajacy strategii b; z doktadnoscig do uporzagdkowania sktadowych, dominuje
wektory wyptat dla strategii b> i b3. W zwiazku z tym wszystkie racjonalne kryteria wyboru strategii
wskaza, jako najlepsza w ich sensie, strategie b. Nalezy si¢ wigc spodziewad, ze gracz B, nie znajac
macierzy wyplat gracza A, a co si¢ z tym wigze potencjalnych jego odpowiedzi, wybierze wiasnie t¢
strategie. W tej sytuacji gracz A odpowiedzialby strategig a, uzyskujac w ten sposéb najkorzystniejszy

dla siebie wynik [4,1].
a]

Analiza zaleznoSci miedzy ustalong a preferowang kolejnosScia
ruchéw w grze pojedynczej

Z punktu widzenia gry podwdjnej wybdr okreSlonej strategii (na rynku detalicznym lub hurtowym)

jest réwnoznaczny z wyborem okreS$lonej gry pojedynczej, ktéra w drugiej fazie zostanie rozegrana.

Tak byto w przypadku gry z macierza wyplat jak w tablicy 1, kiedy wybor strategii 41 doprowadzil do
gry pojedynczej z macierza wyplat jak w tablicy 2. Nalezy zauwazy¢, ze gra ta bylaby opisana inng
macierza wyptat, gdyby w grze podwdjnej wybrano strategi¢ sy lub h3. Wobec tego i w tym sensie

mozliwo$¢ wykonywania ruchu w grze podwdjnej nalezy traktowac jako pozycje uprzywilejowana.

W calej grze jest mozliwych sze$¢ sekwencji ruchéw graczy: ABH, AHB, BAH, BHA, HAB,

HBA. Z punktu widzenia gracza A uszeregowania BAH i BH A moga byé rozpatrywane jako gra
pojedyncza (AH i H A), dla niego bowiem gra rozpoczyna si¢ dopiero od momentu, gdy gracz B

ustali juz swoje ceny na rynku detalicznym (B)®. W pozostatych przypadkach, a wiec AH B, H AB,
ABH i HBA, w pierwszym ruchu gracz A ma mozliwosé okreslenia (przypadki AH B i ABH) lub
wplyniecia na okreslenie (przypadki H AB i HBA) rodzaju gry, jaka bedzie rozgrywana w drugiej

fazie — rodzaj gry pojedynczej.

D Jest to stwierdzenie prawdziwe przy zaloZeniu, Ze gracz A nie mozZe bezposrednio lub posrednio wplywac na decyzje cenowe
gracza B na rynku detalicznym.
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Wczesdniejsze analizy doprowadzily do sformulowania poje¢ gry z preferencjg pierwszego oraz gry
z preferencja drugiego. Gra z preferencjg pierwszego jest to gra, w ktérej — w sytuacji, gdy obaj
gracze znaja nawzajem swoje macierze wyptat i cel, do ktérego dgza (tu maksymalizacja wlasnej
funkcji wyplaty) — dla obu graczy jest korzystnie ruszy¢ si¢ jako pierwszy. Natomiast gra z preferencjq
drugiego jest to gra, w ktérej (przy tych samych zatozeniach) dla obu graczy jest korzystniej ruszy¢
si¢ jako drugi.

Wobec powyzszego mozna by przypuszczaé, ze dla uszeregowain AH B oraz HAB celem gracza A
powinien by¢ wybér takiej strategii gry w pierwszym ruchu (a; dla przypadku AHB i h; dla
przypadku # A4B), ktéra doprowadzi w drugiej fazie gry (gry pojedynczej) do rozgrywania gry

z preferencja pierwszego, czyli sytuacji, w ktérej dla obu graczy byloby korzystniej ruszy¢ si¢ jako
pierwszy. Gracz A bowiem w grze pojedynczej musi wykonaé ruch jako pierwszy®. Natomiast dla
uszeregowan ABH oraz HBA celem gracza A powinien by¢ wybdr takiej strategii gry w pierwszym
ruchu (a; dla przypadku ABH i h; dla przypadku HBA), ktéra doprowadzi w drugiej fazie gry
(gry pojedynczej) do rozgrywania gry z preferencjq drugiego, czyli sytuacji, w ktérej dla obu graczy
byloby korzystniej ruszy¢ sie jako drugi®. Jest to jednakze intuicja bledna, co zostanie wykazane na
ponizszych przyktadach.

Przyktad 2

Kolejnos¢ ruchéw graczy jest ustalona w nastepujacy sposob: H AB. Pierwszym ruchem w grze sa wiec
negocjacje stawek rozliczeniowych (ruch hipotetycznego gracza H), po ktérym ma by¢ rozgrywana
gra pojedyncza (AB), w ktérej najpierw gracz A ustala swoje ceny na rynku detalicznym (A4),

a nastgpnie ceny te ustala gracz B (‘B). Intuicja podpowiada, ze poniewaz w grze pojedynczej (AB)
gracz A bedzie musial wykonaé ruch jako pierwszy, w trakcie negocjacji cen na rynku hurtowym
(ruch gracza H) powinien dazy¢ do wyboru takiej strategii h;, ktéra uksztaltuje przyszla gre
pojedyncza, jako gre z preferencja pierwszego. Niech macierz wyplat graczy przedstawia si¢

jak w tablicy 13.

Tabl. 13. Macierze wyplat graczy A i B w grze podwdijnej,
w ktorej oplaca si¢ graczowi A uksztattowac gre pojedynczq,
Jako gre z preferencjq drugiego

Strategie h Strategie h
bl bz bl bZ
ai [3.3] | [24] a [6,5] | [5.6]
a [4.2] | [L.1] a [5.6] | [6.5]

Uszeregowanie AH B oznacza, ie najpierw (w ramach gry podwdjnej) gracz A ustala swoje ceny na rynku detalicznym
(wybierajgc okreslonq strategie a;), nastepnie (juz w ramach gry pojedynczej) odbywajq sie¢ negocjacje stawek rozliczeniowych
na rynku hurtowym (wybor strategii h;), po zakoriczeniu ktorych gracz B ustala swoje ceny na rynku detalicznym (wybierajgc
strategie bj). Przyjmuje si¢ tu, e w przypadku gry pojedynczej, w ktdrej biorq udzial gracze H i B, strategie gracza H sq
traktowane jako strategie gracza A (na nie bowiem ten gracz ma wplyw). Uszeregowanie H B w grze pojedynczej oznacza zatem,
Ze pierwszy rusza sie gracz A.

Przypuszczenie to wynika z faktu wyraznie i nieodwolalnie ustalonej kolejnosci ruchéw graczy. Nakreslane tu intuicyjne
przypuszczenie sugeruje, Ze graczowi A powinno zaleze¢ na takim uksztaftowaniu gry pojedynczej, w ktorej preferowana
kolejnos¢ ruchow bedzie odpowiadata ustalonej kolejnosci.

TELEK:
I TECHNI
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Jesli w trakcie negocjacji zostanie wybrana strategia hj, wéwczas w grze pojedynczej bedzie
rozgrywana gra z macierza wyplat jak w tablicy 14. Jesli w trakcie negocjacji zostanie wybrana
strategia hy, wowczas w grze pojedynczej bedzie rozgrywana gra z macierza wyplat jak w tablicy 15.

Tabl. 14. Macierz wyplat graczy
w grze pojedynczej w przypadku,
gdy w grze podwdjnej
zostata wybrana strategia hy

Strategie by by
ai [3,3] [2.,4]
a [4.2] [1.1]

Tabl. 15. Macierz wyplat graczy
w grze pojedynczej w przypadku,
gdy w grze podwajnej
zostata wybrana strategia hy

Strategie by by
ai [6,5] [5,6]
a [5,6] [6,5]

Gra z macierza wyplat jak w tablicy 14 jest gra z preferencja pierwszego. Gracz A chciatby
wykonaé ruch jako pierwszy i wybraé strategie an, co w rezultacie odpowiedzi b; doprowadziloby
do wyniku [4,2]. Gdyby pierwszy wykonywal ruch gracz B, wybralby strategi¢ by, co w rezultacie
odpowiedzi a; daloby wynik [2,4]. Obaj gracze korzystajg wigc na tym, ze wykonuja ruch jako
pierwsi.

Gra z macierza wyplat jak w tablicy 15 jest gra z preferencja drugiego. Gracz, ktéry wykona ruch
jako drugi, moze sobie zapewni¢ wyplate réwna 6. Gracz, ktéry wykona ruch jako pierwszy, otrzyma
wyplate réwna 5.

Wida¢ jednak, ze przy zalozeniu, iz w grze pojedynczej gracz A musi wykona¢ ruch jako pierwszy,
jest korzystniej dla niego rozgrywac gre z macierza wyptat jak w tablicy 15. Grajac w gre z macierza
wyplat jak w tablicy 14, gracz A moze sobie zapewni¢ maksymalng wyplate réwna VIA (az) =4,
jesli wybierze strategie ap, a w odpowiedzi gracz B wybierze strategi¢ b, maksymalizujacg jego
wyplate V(b ;), dla ustalonej strategii gracza A. Grajac za$ w gre z macierza wyptat jak w tablicy 15,
gracz A (przy konieczno$ci wykonania ruchu jako pierwszy) moze sobie zapewni¢ wyplate réwng co
najmniej 5, niezaleznie od tego, jaka wybierze strategie.

Tak wiec, mimo koniecznosci wykonywania ruchu jako pierwszy w grze pojedynczej, graczowi A
moze oplacaé si¢ zabiegaé o to, aby w trakcie negocjacji zostala wybrana taka strategia (/;), ktéra
doprowadzi do sformutowania gry pojedynczej, jako gry z preferencja drugiego.
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W analogiczny sposéb mozna wykazaé, ze w przypadku gdy w grze pojedynczej gracz A musialby
ruszy¢ sie jako drugi (np. sekwencja BA), moze by¢ korzystniej dla niego wybraé takg strategie
w grze podwdjnej (h; w grze H BA), ktéra doprowadzi do koniecznosci rozgrywania w drugiej fazie
(gra pojedyncza) gry z preferencja pierwszego.

Przyktad 3

Macierz wypftat przedstawia si¢ jak w tablicy 16. Kolejnos¢ ruchéw jest okreslona przez sekwen-
cje HBA.

Tabl. 16. Macierze wyplat graczy A i B w grze podwdijnej,
w ktorej graczowi A oplaca si¢ uksztattowac gre pojedynczq,
Jako gre z preferencjq pierwszego

h
Strategie ! Strategie ha
b] bz bl b2
ai [4.4] | [3,5] ai (2,1] | [1,2]
a (53] | [2.2] a (1,2] | [2,1]

Jesli w trakcie negocjacji zostanie wybrana strategia h;, wowczas w grze pojedynczej bedzie
rozgrywana gra z macierza wyplat jak w tablicy 17. Jesli w trakcie negocjacji zostanie wybrana
strategia hy, woéwczas w grze pojedynczej bedzie rozgrywana gra z macierza wypflat jak w tablicy 18.

Tabl. 17. Macierz wyplat graczy

w grze pojedynczej, w przypadku
gdy w grze podwadjnej

zostata wybrana strategia hy

Strategie by by
ai [4.4] [3,5]
ap [5.3] [2,2]

Tabl. 18. Macierz wyplat graczy

w grze pojedynczej, w przypadku
gdy w grze podwaijnej

zostata wybrana strategia hy

Strategie by by
a [2.1] [1,2]
a» [1,2] [2,1]

Gra z macierza wyplat jak w tablicy 17 jest gra z preferencja pierwszego, natomiast gra z macierza
wyplat jak w tablicy 18 — gra z preferencja drugiego.
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Widaé, ze nawet przy zalozeniu, iz w grze pojedynczej gracz A musi wykona¢ ruch jako drugi, jest
korzystniej dla niego rozgrywac gre z macierza wyplat jak w tablicy 17. Grajac w gre z macierza

wyplat jak w tablicy 18, gracz A moze sobie zapewni¢ maksymalng wyptate réwng 2, niezaleznie od
tego, jaka strategie w pierwszym ruchu wybierze gracz B. Grajac za§ w gr¢ z macierza wyplat jak

w tablicy 17, gracz A moze sobie zapewni¢ wyplate réwng co najmniej 3.

Tak wiec, mimo koniecznoSci wykonywania ruchu jako drugi w grze pojedynczej, graczowi A
moze oplacaé si¢ zabiegaC o to, aby w trakcie negocjacji zostata wybrana taka strategia (h;), ktora
doprowadzi do sformulowania gry pojedynczej, jako gry z preferencja pierwszego.

o

OczywiScie ustalona kolejnos$¢ ruchéw graczy moze si¢ pokrywaé — z punktu widzenia gracza A —
z preferencja ruchéw w grze pojedyncze;j.

Przyktad 4

Kolejnos¢ ruchéw graczy jest ustalona w sposéb H AB. Macierze wyptat graczy sg analogiczne do
zamieszczonych w przyktadzie 3 w tablicach 16 = 18.

W tym przypadku graczowi A oplaca si¢ zabiegaé, aby w trakcie negocjacji zostala wybrana stra-
tegia hj, co doprowadzi do uksztaltowania gry pojedynczej, jako gry z preferencjg pierwszego
(tabl. 17), co jest zgodne z ustalong kolejnoscia ruchéw (HAB), w ramach ktérej w grze pojedyn-
czej (AB) gracz A bedzie wykonywat ruch jako pierwszy. W przypadku rozgrywania gry z macierzg
wyplat jak w tablicy 17, gracz A moze sobie zapewni¢ wyptate réwna co najmniej 3, jeSli wybierze
strategi¢ aj, a przy zalozeniu, ze gracz B w swych decyzjach bedzie si¢ kierowal wylacznie mak-
symalizacja wlasnej funkcji wyptaty, gracz A moze sobie zapewni¢ wyplat¢ rowng 5, jesli wybierze
strategie a,.

W grze z macierza wyplat jak w tablicy 18 gracz A moze si¢ spodziewaé wyptaty réwnej 1.

Latwo poda¢ analogiczny przyktad, gdy gracz A w grze pojedynczej musi wykona¢ ruch jako drugi.
Takiej samej r6znorodnosci przypadkow nalezy si¢ spodziewaé réwniez z punktu widzenia gracza B.

Podsumowanie

Z przeprowadzonych analiz wynikaja nastepujgce stwierdzenia.

e Jesli w danej grze pojedynczej obaj gracze majg okreslone preferencje odnosnie do kolejnosci
wykonywania ruchéw, sg to zawsze preferencje przeciwstawne: albo obaj chcieliby wykonaé ruch
jako pierwszy, albo obaj jako drugi.

e Jesli w danej grze pojedynczej tylko jeden z graczy ma preferencje odnosnie do kolejnosci
wykonywania ruchéw (dla drugiego kolejnos$¢ ruchéw nie ma znaczenia), to jest to preferencja,
aby wykonywac ruch jako drugi.

e Niejednoznaczne (jak i jednoznaczne) mogg by¢ strategie, ktérym odpowiadajq zaréwno jednakowe,
jak 1 niejednakowe wektory wyptat danego gracza.
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e Nie ma bezposredniej i ogélnej zalezno$ci migdzy istnieniem lub nieistnieniem réwnowagi Nasha
(w strategiach czystych) a preferencjg ruchéw w grze pojedynczej.

e Jesli w danej grze w interesie jednego z graczy bedzie wybor rozwigzania rownowagowego, jest
to albo gra z preferencja pierwszego, albo gra bez preferencji ruchéw.

e Gry z preferencja pierwszego stanowig adekwatng ilustracj¢ modelu gry Stackelberga, jednak
z racji na asymetri¢ informacyjna, zaktadang w tym modelu gry, nie mozna w ogdlnosci
powiedziec, ze follower skorzystatby w tej grze na wykonaniu ruchu jako pierwszy.

o Gry z preferencja drugiego stanowig adektwatng ilustracje modelu odwrotnej gry Stackelberga,
w ktorej zaréwno leaderowi, jak i followerowi optacaloby si¢ wykonac ruch jako drugi.

e Podstawowg kwestia, dla majacego przewagg informacyjng leadera, jest odpowiedZ na pytanie
o najbardziej korzystng dla niego kolejnos$¢ ruchéw, czyli wyboér gry (gry Stackelberga lub
odwrotnej gry Stackelberga), w ktdra bedzie grat.

e Sa gry z preferencjg pierwszego, w ktérych, z racji na ograniczenia informacyjne followera, optaca
si¢ leaderowi wykonac ruch jako drugi.

e Miedzy dwoma celami wyboru strategii gry w grze podwdjnej, tj. ustaleniem preferencji ruchéw
w grze pojedynczej, zgodnej z ustalong kolejnoScig ruchéw oraz maksymalizacja (optymalizacja)
wilasnej funkcji wyplaty, moze, lecz nie musi, zachodzi¢ zbiezno§¢. W szczegdlnych przypadkach
cele te mogg by¢ sprzeczne (strategia maksymalizujgca warto$¢ funkcji wyptaty moze prowadzié
do uksztattowania gry pojedynczej, jako gry z preferencja kolejnosci ruchéw niezgodna — z punktu
widzenia danego gracza — z kolejnoscig ustalong).
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