O regularyzacji rozwiqzan niejednoznacznych
w grze przeciwko naturze

CSylwester Laskowski )

Zaprezentowano kilka znanych z literatury kryteriow wyboru strategii w grach przeciwko naturze i wykazano
uzytecznosc lub nieuzytecznosc okreslonych regularyzacii.

regularyzacja, kryteria wyboru strategii, analiza wielokryterialna

Wprowadzenie

Wielowymiarowos¢ probleméw decyzyjnych, jak réwniez wielo$¢ kryteridw, branych pod uwagg przez
decydentéw przy ocenie jakosci uzyskanych rozwigzan, sprawia, zZe pojecie rozwigzanie optymalne
w tego typu problemach jest zwykle zastgpowane pojeciem rozwigzanie efektywne, sprawne czy
pareto-optymalne [5, 12, 13], a problem sprowadza si¢ do poszukiwania rozwiazan, ktére nie sa
zdominowane przez inne rozwigzania. Rozwigzania niezdominowane sg to takie, ktére obiektywnie
uznaje si¢ za nie gorsze niz jakiekolwiek inne dostepne rozwigzanie problemu, przy czym owa
obiektywnos¢ rozumie si¢ jako niezalezno$¢ od subiektywnych i w okreslonym sensie racjonalnych [9]
preferencji decydenta.

Proces wyboru okreslonego rozwigzania spo§réd zbioru rozwigzan niezdominowanych (efektyw-
nych, sprawnych, pareto-optymalnych) dokonuje si¢ przez modelowanie preferencji decydenta [2].
Modelowanie to polega na wyborze okreSlonych, istotnych dla decydenta kryteridow oceny oraz
odpowiedniej agregacji [10] czy skalaryzacji [3] tych kryteriéw, pozwalajacej w sposéb zgodny
z preferencjami decydenta przeksztatci¢ wielokryterialny problem w pojedyncza funkcje oceny. To
przeksztalcenie umozliwia uszeregowanie poszczeg6lnych, niezdominowanych rozwigzan pod katem
ich waznoS$ci dla decydenta, w szczegdlno$ci za§ pozwala na wylonienie rozwigzania dla decydenta
najlepszego, w jego subiektywnej ocenie optymalnego.

Pewne sposoby skalaryzacji nie prowadzg do pelnego porzadku, a jedynie do porzadku czescio-
wego [10, 12]. W takim czg¢sciowym porzadku w dalszym ciggu istnieja tzw. rozwigzania nieporéwny-
walne, czy niejednoznaczne, ktérych waznosci nie mozna rozrézni¢ okreslong funkcja oceny (funkcja
skalaryzujaca).

Tu pojawia si¢ koniecznos$¢ przeprowadzenia tzw. regularyzacji [9], czyli dokonania poréwnania
owych niejednoznacznych (w §wietle okreslonej funkcji skalaryzujacej) rozwigzan z punktu widzenia
innej funkcji, réwniez zgodnej z preferencjami decydenta.

Jedna z klas wielokryterialnych probleméw decyzyjnych sg problemy podejmowania decyzji w warun-
kach niepewnosci, wyrazane czasem w formie charakterystycznej dla teorii gier, tzw. gry przeciwko
naturze [7, 11, 14]. Wéwczas decydent, ktory jest graczem w tej grze, ocenia swoje posunie-
cia (wybierane strategie gry) w Swietle wielu kryteriéw, z ktérych kazde odzwierciedla mozliwy
scenariusz rozwoju spraw w przysziodci, tzw. stan natury. Problem bywa przedstawiany w formie
tzw. macierzy gry (macierzy wyplat gracza). W macierzy tej wiersze odpowiadaja mozliwym
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decyzjom gracza — a;, kolumny mozliwym stanom natury 7;, a elementami macierzy sg wartosci
tzw. funkcji wyptaty V; ;, okreSlajacej skale korzysci, ktéra odnosi gracz w rezultacie podjecia decyzji
(wybrania strategii) a;, jeSli przyszto$¢ uksztattuje si¢ w sposob zgodny ze stanem n; (tabl. 1).

Tabl. 1. Macierz wyptat gracza
w grze przeciwko naturze

Strategie | nj no n3 ng
aq .
a ... | [V2,3] ......
as :
aq

Gracz nie zna a priori przysztych stanéw natury, dlatego jego ocena poszczegdlnych decyzji (stra-
tegii a;) musi si¢ dokonywac nie na podstawie odpowiadajacych im pojedynczych wartosci V; ;
wyplat, ale na wektorach tych wyptat [V;,Vi2,-,V;s]. Poréwnywanie tych wektoréw wymaga®
jednak dokonania stosownej agregacji. W teorii gier agregacje t¢ nazywa si¢ zwykle zastosowaniem
okreslonego kryterium wyboru strategii. Kryterium to w charakterystyczny sposéb przeksztalca
wektor wyplat gracza w wielkoS$¢ skalarng. W takiej sytuacji gracz jest zainteresowany wyborem
strategii, dla ktérej, uzyskana w wyniku zastosowania okreSlonego kryterium wyboru strategii,
wielkos$¢ skalarna przyjmuje — w zaleznosci od przyjetej konwencji, jak réwniez zastosowanego
kryterium — warto$¢ najwigkszg lub najmniejsza.

Jak wczesniej zasygnalizowano, rézne formy agregacji moga nie doprowadzi¢ do rozréznienia dwéch
réznych wektoréw wyplat, przypisa¢ im jednakowa warto$¢ skalarng, a odpowiadajace im decyzje
(rozwigzania) czyni¢ niejednoznaczne. W tej sytuacji, w celu wylonienia wektora lepszego (a co si¢
z tym wiaze i lepszej decyzji), trzeba zastosowa¢ inne kryterium, a wigc dokonaé regularyzacji tych
niejednoznacznych rozwiazan. Jednak nie wszystkie formy regularyzacji (nie wszystkie zestawienia
kryteriéw) sg uzyteczne. Bywajg bowiem takie, ktére — w przypadku uzyskania okreslonego,
niejednoznacznego w sensie jednego kryterium zbioru rozwigzan — nie sa w stanie nigdy zredukowac
licznosci tego zbioru, czyli w ostatecznosci wskazaé, ktére z rozwigzan sg lepsze, a ktére sg gorsze.

W dalszej czesci artykulu przedstawiono kilka znanych z literatury (w tym réwniez autorskie)
[1, 6, 9, 11, 14] kryteriéw wyboru strategii w grach przeciwko naturze, a nastgpnie pokazano
uzyteczne i nieuzyteczne zestawienia tych kryteriéw w procesie regularyzacji.

Kryteria wyboru strategii

W niniejszym punkcie zostang omdéwione cztery powszechnie znane kryteria: Walda, optymistyczne,
Laplace’a oraz Savage’a, jak réwniez jedno kryterium autorskie — kryterium LNW®. Kryteria te
zostang sformutowane w swoich szczegdlnych i ogélnych postaciach.

D Poza przypadkami dominacji, kiedy to z doktadnosciq do uszeregowania wartosci wyplat w wektorach (np. od najmniejszego do
najwiekszego) wartosci wszystkich wyptat w jednym z wektorow bedg wieksze od wyptat w drugim wektorze lub im rowne.
@ Wiecej kryteriow zaproponowanych przez autora mozna znaleZ¢ w [6].
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Kryterium Walda

Jest to procedura wyboru strategii, charakteryzujaca si¢ najwigksza awersja do ryzyka. Decydent —
gracz A zaklada tu, ze zdarzy si¢ sytuacja najbardziej niekorzystna (uksztaltuje si¢ taki stan natury n;,
ktéry dla danej strategii gracza A da mu wyplat¢ najgorsza z mozliwych) i w takich warunkach
jest okreslana najlepsza strategia (gracza A). Jest to tak zwana strategia maxminowa®. Dla kazdej
strategii a; jest okre§lana najmniejsza z mozliwych wypftat, a nastgpnie jest wybierana ta strategia,
ktéra t¢ wyplate maksymalizuje.

Przy zatozeniu, ze V;; oznacza warto§¢ wyptlaty dla gracza A, gdy wybrat on strategie a;, i stanu
natury n;, kryterium Walda definiuje nastgpujace zadanie optymalizacji:

max{minV; ;:i € I4}. (1
J

Dla przykiadu, jezeli macierz wyplat gracza A ma postaé jak w tablicy 2%, to minimalne wyptaty dla
poszczegdlnych jego strategii wynosza:

minj V17j =Viz= 0,

min;V j=Vo 1 =Vop=Vo3=Vo4=1,

min; V3 ; =V31=V33=V34=0,

minj Vi, j=Vaz=Vas= 0.
Maksymalng z najmniejszych wygranych gwarantuje tu strategia a; i na nig wskaze kryterium Walda.

Tabl. 2. Macierz wypltat gracza A -
kryterium Walda wskazuje strategie a;

Strategie ni n n3 ng
ai 2 2 0 1
a 1 1 1 1
as 0 4 0 0
as 1 3 0 0

Kryterium Walda sformutowane w postaci (1), ktérg mozna nazwaé postacia szczegdlng, moze
prowadzi¢ do niejednoznacznosci rozwigzania, tzn., nie wyloni¢ jednej strategii najlepszej w sensie
tego kryterium, lecz ich zbiér, mimo ze ktéra$ ze strategii bedzie wyraznie lepsza. Zostanie to
rozpatrzone na przykladzie macierzy wyplat z tablicy 3. W tym przypadku kryterium Walda

w postaci (1) wskaze na dwie strategie a, 1 a5 gracza A, nie rozrdzniajgc ich miedzy sobg, mimo
ze strategia as jest tu wyraZnie lepsza.

Przyklad ten uzasadnia sformulowanie kryterium Walda w postaci ogélnej. Jesli dla kazdej stra-
tegii pierwszy z najgorszych elementéw macierzy wyplat nie identyfikuje jednoznacznie strategii
najlepszej, to jest sprawdzany element nastepny. Jest to zatem przyklad tzw. leksykograficznej
optymalizacji [9].

D Minmaxowa przy odwrotnej interpretacyi.
@ Przyktad zaczerpnieto z pracy [11].
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W przyktadzie z tablicy 3 kolejne poréwnania strategii przebiegatyby w nastepujacy sposéb. W pierw-
szym kroku zostaja wybrane strategie as i as, z najmniejsza wyptata réwna Vo1 = Voo = V3 =
Vo4 =Vs51=Vs53=1. W drugim kroku sytuacja w dalszym ciagu pozostaje nie rozstrzygnieta. Druga
z najmniejszych wyplat dla obu strategii jest réowna 1. W trzecim kroku trzecia z najgorszych wyplat
dla strategii ap (réwna 1) jest juz mniejsza niz dla strategii as (Vs = 3). W tym momencie proces si¢
koniczy i zostaje wybrana strategia as.

Tabl. 3. Przykiad macierzy wyplat,
w ktorej kryterium Walda
w postaci szczegolnej nie identyfikuje
Jednoznacznie najlepszej strategii

Strategie ni no n3 ng
ai 2 2 0 1
a 1 1 1 1
as 0 4 0 0
as 1 3 0 0
as 1 3 1 6

W celu sformutowania kryterium Walda w postaci ogdlnej zostanie wprowadzone przeksztalcenie
porzadkujace @(x), spetniajace zaleznosé:

0;(x) <02(x) < ... < 0;(x), )

gdzie J oznacza liczbe sktadowych wektora x. Przeksztalcenie to porzadkuje elementy sktadowe
wektora x w kolejnosci od najmniejszego do najwigkszego.

Korzystajac z przeksztatcenia 6, kryterium Walda w postaci ogélnej przyjmie postac:

lexmax{el (Vl'),ez(vi), ...em(V,') e IA}, 3)

gdzie V; jest wektorem wyplat dla strategii a; gracza A.

Kryterium optymistyczne

Jest to procedura wyboru strategii, charakteryzujaca si¢ najwickszym optymizmem. Zaklada, ze
zdarzy si¢ sytuacja najbardziej korzystna (uksztattuje si¢ taki stan natury n;, ktory dla danej strategii
gracza A da mu wyplate najlepszg z mozliwych) i w takich warunkach jest okre$lana najlepsza strategia
(gracza A). Dla kazdej z wlasnych strategii jest okre$lana najlepsza z mozliwych wyplat, a nastepnie
wybierana jest strategia, ktéra t¢ wyplate maksymalizuje.

Kryterium optymistyczne jest zdefiniowane przez nastepujace zadanie optymalizacji:

max{maxV;;:i€ Is}. 4
j
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Jesli macierz wyptat gracza A ma posta¢ jak w tablicy 2, to maksymalne wyptaty dla poszczegdlnych
strategii gracza A przedstawiajg si¢ nastepujaco:

max; Vi =V =Vip=2,

max; Vo=V 1=Vor=Vo3=Vos=1,

max; Vi ;= V3, =4,

max;Vy ;= V4 =3.
Maksymalna z najwigkszych wyplat gwarantuje tu strategia a3z (V32 =4) i na nig wskaze kryterium
optymistyczne.

W sformutowaniu ogélnym kryterium optymistyczne bedzie zdefiniowane ponizszym zadaniem
optymalizacji leksykograficznej:

lexmax{GJ(V,-),ej,l(V,-),...Gl(Vi) (e IA}- 5)

Kryterium Laplace’a

Jest to procedura wyboru strategii, skupiajaca uwagg na wartosci oczekiwanej wyplaty, jaka moze
uzyskaé gracz A. Poniewaz brak jest informacji o prawdopodobiefistwach wystapienia poszczegdlnych
stanOw natury n;, to z koniecznoSci przyjmuje si¢, ze sa one jednakowo prawdopodobne. W tym
przypadku — gdy prawdopodobiefistwa wystapienia poszczegdlnych stanéw natury sg jednakowe —
strategia maksymalizujagca warto$¢ oczekiwang wyplaty jest tozsama ze strategia maksymalizujaca
sum¢ (po wszystkich stanach natury) wyptat.

Kryterium Laplace’a definiuje si¢ w sposob nastepujacy:
1 J
max{j Vijiie IA} (6)
j=1

lub prosciej

J
max{ Vijiie IA}. )
j=1

Jesli macierz wyptat gracza A ma postac jak w tablicy 2, to sumy wyptat (po kolejnych stanach natury)
dla poszczegdlnych strategii gracza A przedstawiajg si¢ nastepujgco:

YiVij=5,
YiVaj=4,
YiVsi=4,
YiVa, =4

Maksymalng sum¢ wyptat daje tu strategia a; (3;V1,; =35) i na nig wskaze kryterium Laplace’a.
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Sformutowaniem ogdélnym kryterium Laplace’a jest przypadek rozpatrywania tylko kilku wybra-
nych, najwickszych lub najmniejszych wyptat dla kazdej strategii. Dla przypadku rozpatrywania
sumy k najwigkszych wyptat kryterium Laplace’a wyrazi si¢ zaleznoscia:

k=1
max{Ze,,j(V,-):iefA}, )
j=0
natomiast dla przypadku sumy k najmniejszych wyptat — zaleznoscia:

k
max{zej(Vi):iE IA}. )]
=1

Warto zauwazy¢, ze szczegdlnym przypadkiem (dla k = 1) kryterium Laplace’a w postaci (8) bedzie
kryterium optymistyczne (4), a dla postaci (9) kryterium Walda (1)®.

Kryterium Savage’a

Kryterium to opiera si¢ na obserwacji, ze czasami warto$¢ otrzymanej wyplaty ocenia si¢ nie
pod katem jej bezwzglednej wartosci, ale w porOéwnaniu z najlepsza mozliwg do osiggniecia
wyplata, przy zatozeniu ustalonego stanu natury. Jest to wyrazem tendencji do minimalizowania
poczucia straty (utraconej korzysci). Dla kazdego z mozliwych stanéw natury n; okreSla sie
warto$¢ straty — w stosunku do warto$ci najmniejszej — jaka poniéstby gracz A, wybierajac dang
strategi¢. WartoS¢ straty gracza A jest okreSlana tu jako réznica maksymalnej wyptaty V;max, jaka
moéglby otrzymacé gracz A, i wyplaty, jaka otrzyma, wybierajac strategi¢ a;. Funkcje, ktéra kazdej
warto$ci wyplaty z macierzy wyptat przyporzadkuje warto$¢ straty, nazywa si¢ funkcja straty
(czy funkcja zalu).

Maksymalng wyplate gracza A, przy ustalonym stanie natury n;, mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

VA ax = max Vi, (10)
1

Jjmax

natomiast funkcja straty bedzie si¢ wyrazaé zaleznosScia:
Vij=Vimax — Vi (1)

Zalezno$¢ (11) umozliwia przeksztalcenie oryginalnej macierzy wyptat w macierz strat.

Kryterium Savage’a wskazuje na takg strategi¢, ktéra minimalizuje maksymalng strate. Jest to wigc
strategia minmaxowa dla macierzy strat:

min{maxV; ;:i € I}. (12)
J

@ Innym przykiadem uogolnienia kryteriow Walda i optymistycznego jest tzw. kryterium Hurwicza, bedgce wazong sumq obu

kryteriow [11].

TELEK
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Jesli macierz wyplat gracza A jest jak w tablicy 4, wéwczas odpowiadajaca jej macierz strat przyjmie
postaé jak w tablicy 5.

Tabl. 4. Macierz wypltat gracza A -
kryterium Savage’a wskazuje
na strategie ay

Strategie | ny; | nay | n3 | na
ap 2 2 0 1
a 1 1 1 1
as 0 4 0 0
as 1 3 0 0

Tabl. 5. Macierz strat gracza A —
kryterium Savage’a wskazuje
na strategie ay

Strategie | n; | nay | n3 | na
aq 0 2 1 0
a 1 3 0 0
as 2 0 1 1
as 1 1 1 1

W miejscach gdzie w macierzy wyplat (tabl. 4) byta warto$§¢ najwicksza w kolumnie, w macierzy
strat (tabl. 5) znajduje si¢ warto$¢ zerowa. Maksymalne wartosci strat dla poszczegdlnych strategii
gracza A przedstawiajg si¢ nastepujaco:

manVLj = ‘71,2 = 2,
man Vz’j = ‘72,2 = 2,
maxj\73,j = \73,] =2,
max; V4’j = ‘74,1 = V4,2 = \7473 = V4y4 =1.
Minimalng z najwickszych strat gwarantuje strategia a4 i na nig wskaze kryterium Savage’a.

Ogo6lnie kryterium Savage’a wyraza si¢ zaleznoscia:

lex min {e,('\vi,-),e,,l(\7,»),...91(%7,-) lie IA}. (13)

Kryterium maksymalizacji liczby najwiekszych wygranych (LNW)

Przez pojecie najwieksza wygrana rozumie si¢ wyplatg, ktérej w macierzy strat odpowiada wartos$¢
zerowa. Kryterium LNW stosuje si¢ w sytuacjach, kiedy gracz dazy nie do minimalizacji warto$ci
straty, jak to bylo w przypadku kryterium Savage’a, lecz do minimalizacji prawdopodobieristwa

powstania straty. Innymi sfowy, kryterium to wskazuje na strategi¢, majaca najwiecej takich wyptat,
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ktérym w macierzy strat odpowiada warto$¢ zerowa. Kryterium to zostanie przedstawione w dwéch
postaciach — postaci minimalizacji najmniejszej straty i maksymalizacji liczby najwiekszych
wygranych.

Kryterium LNW — posta¢ minimalizacji najmniejszej straty

Kryterium Savage’a mozna interpretowaé jako zastosowanie kryterium Walda do macierzy strat®.
Natomiast zastosowanie kryterium optymistycznego do macierzy strat daje w wyniku kryterium
W postaci:
min{minV; ;:i € L}, (14)
J

gdzie \7, ; jest funkcja strat zdefiniowana zaleznoScig (11).

Kryterium w postaci (14) prowadzi zawsze do niejednoznacznosci. Wyjatkiem jest sytuacja, gdy jedna
strategia dominuje wszystkie pozostale. Wynika to stad, ze tam, gdzie w macierzy wyplat znajduje si¢
warto$é najwieksza w kolumnie (V2 ), tam w macierzy strat odpowiednia warto$¢ funkcji straty (11)
przyjmuje wartos¢ zero.

Jjmax

Poréwnujac macierz wyptat w tablicy 4 i odpowiadajgcg jej macierz strat w tablicy 5, fatwo
zauwazyC, ze dla trzech strategii (a1, az i a3) gracza A — minimalna warto$¢ straty wynosi zero
Vi1 =Va3 = V3 2 = 0), czyli kryterium w postaci (14), nie wyloni jednoznacznego rozwigzania.
Konieczne jest wigc wprowadzenie sformutowania ogélnego:

lex min {el(ff,»),ez(ff,»), LO(Vi)iie JA}. (15)

Tak sformufowane kryterium szuka w pierwszej kolejnoSci strategii, ktéra w macierzy strat ma
najwiecej zer. Poniewaz wartoSciom zero w macierzy strat odpowiadaja najwicksze wartoSci
wyplat w macierzy wyplat, stad mozna powiedzie¢, ze kryterium w postaci (15) minimalizuje
liczbe wyptat gracza A réznych od maksymalnej, a zatem maksymalizuje liczbe najwigkszych
wygranych (LNW).

W przypadku gdy dwie strategie (lub wigcej) maja w macierzy strat tyle samo wartoSci zerowych,
woéwczas w macierzy strat sg rozpatrywane kolejne wartoSci — od najmniejszej do najwiekszej.

Dla przykladu zostanie przeanalizowana gra, w ktérej macierz wyplat gracza A jest jak w tablicy 6®.

Tabl. 6. Macierz wyplat gracza A

Strategie | n; | ny | n3 | na | ns
ai 21210110
a 1 1 1 1|0
as 040|010
as 1 3101010
as 210101 1

@ Istotq kryterium Walda jest podejscie pesymistyczne, zaktadajqce wystgpienie najgorszego przypadku. W tej sytuacji poszukuje
si¢ strategii, w ktorej najgorsza wartos¢ wyptaty jest najlepsza sposrod wyptat wszystkich moZliwych strategii. Stqd postac
maxminowq, stosowanq do macierzy wyplat, wolno zamienic na postac minmaxowgq, jesli bedzie rozpatrywna macierz strat.

@ Dia wiekszej czytelnosci, wartosci maksymalne w kazdej kolumnie j (Vjmax) zostaly wyttuszczone.
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Odpowiadajaca jej macierz strat zilustrowano w tablicy 7. W tym przypadku kazde z wczesniej
omawianych kryteriéw, jak réwniez przedstawione tu kryterium LNW w postaci (15), wskazuje na
inng strategi¢, a mianowicie:

— kryterium Laplace’a na strategie aj,

—  kryterium Walda na strategi¢ ay,

— kryterium optymistyczne na strategi¢ as,

— kryterium Savage’a na strategie a4,

—  kryterium LNW na strategi¢ as.

Tabl. 7. Macierz strat gracza A

Strategie | n; | ny | n3 | na | ns
aj 0 2 1 0 1
a 1 {310]0]1
as 210 |1 1 1
as 1 1 1 1 1
as 0|41 00

Wskazywana przez kryterium LNW strategia as zawiera najwiecej (3) maksymalnych wartoSci
w kolumnach wyplat (najwigcej zer w macierzy strat).

Kryterium LNW - posta¢ maksymalizacji liczby najwigkszych wygranych

Kryterium LNW w postaci (15) minimalizuje liczbe wyptat gracza A réznych od maksymalnej (V;max),
co mozna wyrazi¢ jako maksymalizacje liczby najwiekszych wygranych. Ponizej zaprezentowano
alternatywne sformutowanie tego kryterium.

Zostanie wprowadzone przeksztalcenie P, takie ze:

1 dla x<0
q’(x){o dla x>0.

Przeksztalcenie @ moze by¢ sformutowane w bardzo rézny sposéb. Jeden z nich opisuje zaleznos¢:

ign(— 1
D(x) = M7 (16)
2
gdzie funkcja sign(x) zwraca wartos¢ +1 dla x > 0 oraz —1 dla x < 0.
Korzystajac z przeksztalcenia ®, mozna przedstawic¢ kryterium LNW w postaci:
max{Zq>(V;*(ai)) ie IA} . (17)
J

Kryterium LNW w postaci (17), cho¢ bardziej czytelnie oddaje zawartg w nim ide¢ wyboru
strategii — konkretne rozumowanie, uzasadniajace podjeta decyzje (maksymalizacja liczby najwiek-
szych wygranych) — to, z punktu widzenia eliminacji niejednoznacznosci rozwigzan, jest slabsze
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niz kryterium LNW w postaci (15). Jest ono jednak zdecydowanie lepsze niz kryterium w posta-
ci (14). Kryterium w postaci (17) z pewnoscig wskaze te strategie, ktére maja najwiecej najwick-
szych wygranych. Nie mozna jednak na jego podstawie rozréznié strategii, ktére — majac taka sama
liczbe¢ maksymalnych wyplat — r6znig si¢ na pozostatych pozycjach wektora wyptat, a takie rozrdz-
nienie uzyska si¢ z kryterium w postaci (15). Sytuacje t¢ ilustruje macierz wyptat przedstawiona
w tablicy 8.

Tabl. 8. Macierz wyptat gracza A -
kryterium LNW w postaci maksymalizacji
liczby najwigkszych wygranych
prowadzi do niejednoznacznosci

Strategie ni no n3 ng
ai 2 2 1 0
ar 1 0 1 1
as 0 4 0 0
as 1 3 0 0

W tym przypadku kryterium LNW w postaci (17) wyloni dwie réwnowazne strategie a; i ap z dwoma
maksymalnymi wygranymi. Latwo zauwazy¢, ze strategia a; jest wyraZnie lepsza (z dokladnoScig do
uporzadkowania sktadowych wektora wypfat strategia a; dominuje® nad strategia as). Kryterium LNW
w postaci (15) wskazaloby tu jednoznacznie na strategie a;.

Jednakze kryterium LNW w postaci (17) jest prostsze w obliczeniach niz kryterium w postaci (15)
i jest to jego istotna zaleta. Implementacja leksykograficznej optymalizacji — konieczna w przypadku
sformutowania (15) — nie jest prosta. Ponadto posta¢ ta umozliwia wprowadzenie uogdlnionej postaci
kryterium LNW, tzw. kryterium maksymalizacji liczby najwi¢kszych wygranych z progiem
uznania [6].

Problem niejednoznacznosci, ktérego dla macierzy wyplat (tabl. 8) kryterium LNW w postaci (17)
nie jest w stanie rozstrzygnac¢, tatwo mozna rozwigzac, wprowadzajgc nastepujgcqg modyfikacje:

max{ZViJ-cp(\Z,j):ie IA}. (18)
7

Niestety tak zmodyfikowane kryterium w szczegdlnych przypadkach traci swojg wlasciwos$¢ wylaniania
strategii o najwigkszej liczbie maksymalnych wygranych. Moze si¢ bowiem zdarzy¢, ze dla dwéch
strategii a; oraz ay takich, ze strategia a; ma wigcej maksymalnych wygranych niz strategia k,
moze zachodzi¢ zaleznos$¢ ) ; Vi j < }x Vi j. W tym przypadku kryterium w postaci (18) wskaze na
strategie ay, co nie jest zgodne z ideg kryterium liczby najwigkszych wygranych LNW.

Relacje dominacji rozumie si¢ tu w nastepujqcy sposob: strategia a; dominuje strategie ay wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego j
zachodzi zaleznosc Vi j > Vi ; i przynajmniej dla jednego j zachodzi nieréwnosc ostra.
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Tlustruje to przyktad z macierza wyptat jak w tablicy 9 i odpowiadajaca jej macierza strat pokazana
w tablicy 10.

Tabl. 9. Macierz wyptat gracza A -
zmodyfikowane kryterium LNW (18) wskazuje
na strategie a;, mimo Ze najwigcej maksymalnych
wygranych ma strategia a,

Strategie ni no n3 ng ns
ai 2 1 1 1 1
a 2 0 0 3 1
as 1 0 0 1 4
as 2 0 1 2 2
as 0 1 1 2 3

Tabl. 10. Macierz strat gracza A —
zmodyfikowane kryterium LNW (18) wskazuje
na strategie a, mimo Ze najwigcej maksymalnych
wygranych ma strategia a;

Strategie ni ny n3 ng ns
ai 0 0 0 2 3
a 0 1 1 0 3
as 1 1 1 2 0
as 0 1 0 1 2
as 1 0 0 1 1

Mimo ze strategia a; ma najwigcej (trzy) najwiekszych wygranych, kryterium w postaci (18) wskazuje
tym razem na strategi¢ ap, suma bowiem z najwickszych wygranych jest dla tej strategii najwieksza
(342 =15). Wida¢ zatem, ze kryterium w postaci (18) jest innym kryterium niz kryterium LNW®,

Regularyzacja rozwigzan niejednoznacznych z uzyciem kryteriow
wyboru strategii

Przez pojecie regularyzacja rozumie si¢ proces usuwania niejednoznacznosci rozwigzania otrzy-
manego przez wybor strategii na podstawie kryterium X, przez zastosowanie innego kryterium
wyboru Y. Innymi sfowy, jesli przy wykorzystaniu danego kryterium wyboru otrzyma si¢ dwie lub
wigcej strategii — og6lnie zbidr strategii — nierozréznialnych w sensie tego kryterium, to, stosujgc
do tych strategii inne kryterium wyboru, zbiér ten mozna zredukowaé. W szczegllnym przypadku
mozna wyloni¢ jedna, najlepsza w tym sensie strategie. Proces regularyzacji rozwigzania otrzymanego
w wyniku stosowania kryterium X, przez kryterium Y be¢dzie umownie oznaczony X : Y.

0w pracy [6] kryterium to zostato nazwane , kryterium maksymalizacji sumy z najwiekszych wyptat”.
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Jak to zasygnalizowano we wprowadzeniu, nie kazde zestawienie kryteriéw wyboru jest uzyteczne.
Uzyteczne zestawienie kryteriow X i Y jest to zestawienie, dla ktérego istnieje taka macierz
wyplat, ze kryterium X wylania z niej co najmniej dwie strategie w jego sensie nierozrdznialne,
a kryterium Y liczno$¢ tego zbioru redukuje, w szczegdlno$ci wylania jedng strategie najlepsza
w sensie X : Y. Nieuzyteczne za$ bedzie takie zestawienie X : Y, dla ktérego taka macierz nie
istnieje.

Ponizej przedstawiono uzyteczne i nieuzyteczne zestawienia kryteriow w procesie regularyzacji.

1. Regularyzacje uzyteczne:

a) kryterium Laplace’a : kryterium Walda (Lap : Wal),

b) kryterium Laplace’a : kryterium optymistyczne (Lap : Opt),

c) kryterium Laplace’a : kryterium Savage’a (Lap : Sav),

d) kryterium Laplace’a : kryterium LNW (Lap : LNW),

e) kryterium Walda : kryterium Savage’a (Wal : Sav),

f) kryterium Walda : kryterium LNW (Wal : LNW),

g) kryterium optymistyczne : kryterium Savage’a (Opt : Sav),

h) kryterium optymistyczene : kryterium LNW (Opt : LNW),

1) kryterium Savage’a : kryterium Walda (Sav : Wal),

j) kryterium Savage’a : kryterium optymistyczne (Sav : Opt),

k) kryterium LNW : kryterium Walda (LNW : Wal),

1) kryterium LNW : kryterium optymistyczne (LNW : Opt).
2. Regularyzacje nieuzyteczne:

a) kryterium Walda : kryterium optymistyczne (Wal : Opt),

b) kryterium Walda : kryterium Laplace’a (Wal : Lap),

¢) kryterium optymistyczne : kryterium Walda (Opt : Wal),

d) kryterium optymistyczne : kryterium Laplace’a (Opt : Lap),
e) kryterium Savage’a : kryterium Laplace’a (Sav : Lap),

f) kryterium Savage’a : kryterium LNW (Sav : LNW),

g) kryterium LNW : kryterium Laplace’a (LNW : Lap),

h) kryterium LNW : kryterium Savage’a (LNW : Sav).

W kolejnych przykladach zostanie wykazana prawdziwos¢ podanej klasyfikacji.

Przyktad 1

Macierz wyplat gracza A przedstawia si¢ jak w tablicy 11, a odpowiadajaca jej macierz strat jak
w tablicy 12. W tej sytuacji kryteria Walda, optymistyczne i Laplace’a wylonig dwie, nierozréznialne
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w ich sensie strategie aj i ap gracza A. JeSli zastosuje si¢ regularyzacje z wykorzystaniem kry-
terium Savage’a, to zostanie wybrana strategia a;. Natomiast kryterium LNW wyloni strategi¢ ay.

Tabl. 11. Regularyzacja — macierz wyplat:
usuniecie niejednoznacznosci rozwiqgzar
otrzymanych w wyniku stosowania
kryteriow Walda, optymistycznego i Laplace’a
przez kryteria Savage’a i LNW

Strategie ni n n3
ap 4 2 1
a 1 4 2
as 0 4 2

Tabl. 12. Regularyzacja — macierz strat:
usuniecie niejednoznacznosci rozwiqgzar
otrzymanych w wyniku stosowania
kryteriow Walda, optymistycznego i Laplace’a
przez kryteria Savage’a i LNW

Strategie ni n n3
aj 0 2 1
ap 3 0 0
as 4 0 0

W ten sposéb uzasadniono uzyteczno$¢ regularyzacji Wal : Sav (le), Opt : Sav (1g), Lap : Sav (lc),
Wal : LNW (1f), Opt : LNW (1h) oraz Lap : LNW (1d).
o

Przyktad 2

Macierz wyplat gracza A ma postac jak w tablicy 13. W tym przypadku kryterium Laplace’a wskazuje
na dwie nierozréznialne w jego sensie strategie a; i ap. Natomiast zastosowanie regularyzacji

Tabl. 13. Regularyzacja — macierz wyptat:
usuniecie niejednoznacznosci rozwiqgzar
otrzymanych w wyniku stosowania
kryterium Laplace’a przez kryteria Walda
i optymistyczne

Strategie ni n n3
aj 3 2 2
a» 1 4 2
as 0 4 2

z wykorzystaniem kryterium Walda wskaze jednoznacznie strategi¢ aj, natomiast kryterium optymi-
styczne strategi¢ ap. Jest to uzasadnienie uzytecznosci regularyzacji Lap : Wal (1a) i Lap : Opt (1b).
o
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Przyktad 3

Macierz wyplat gracza A ma postac jak w tablicy 14, a odpowiadajgca jej macierz strat jak w tablicy 15.
Kryterium Savage’a wskazuje tu na dwie, nierozréznialne w jego sensie strategie a; i ay gracza A.

Tabl. 14. Regularyzacja — macierz wyptat:
usunigcie niejednoznacznosci rozwigzar
otrzymanych w wyniku stosowania
kryterium Savage’a przez kryteria Walda
i optymistyczne

Strategie ni n n3 ng ns
ai 1 1 1 2 4
a 0 4 0 1 4
as 2 4 3 2 0

Tabl. 15. Regularyzacja — macierz strat:
usuniecie niejednoznacznosci rozwiqgzar
otrzymanych w wyniku stosowania
kryterium Savage’a przez kryteria Walda
1 optymistyczne

Strategie ni ny n3 ng ns
ai 1 3 2 0 0
a 2 0 3 1 0
as 0 0 0 0 4

Zastosowanie regularyzacji z wykorzystaniem kryterium Walda wskaze jednoznacznie strategi¢ ay,
natomiast kryterium optymistyczne strategi¢ a>. Uzasadniono tym samym uzyteczno$¢ regularyzacji
Sav : Wal (1i) i Sav : Opt (1j). o

Przyktad 4

Macierz wyplat gracza A ma posta¢ jak w tablicy 16, a odpowiadajgca jej macierz strat przedstawia
si¢ jak w tablicy 17.

Tabl. 16. Regularyzacja — macierz wyptat:
usuniecie niejednoznacznosci rozwigzar
otrzymanych w wyniku stosowania
kryterium LNW przez kryteria Walda
1 optymistyczne

Strategie ni ny n3 ng ns
aj 2 4 0 3 5
a 1 4 2 3 4
a 1T 311|216
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Kryterium LNW wskazuje tu na dwie, nierozréznialne w jego sensie strategie — aj 1 ap gracza A.
Zastosowanie regularyzacji z wykorzystaniem kryterium Walda wskaze jednoznacznie strategie as,
natomiast kryterium optymistyczne strategie aj.

Tabl. 17. Regularyzacja — macierz strat:
usuniecie niejednoznacznosci rozwiqgzar
otrzymanych w wyniku stosowania
kryterium LNW przez kryteria Walda
i optymistyczne

Strategie ni no n3 ng ns
aj 0 0 2 0 1
a 1 0 0 0 2
as 1 1 1 1 6

Uzasadniono wigc uzytecznos$¢ regularyzacji LNW : Wal (1k) i LNW : Opt (11).

Ponizej zostanie wykazana nieuzyteczno$¢ nastgpujacych regularyzacji:

Wal : Opt (2a),

Wal : Lap (2b),

Opt : Wal (2¢),

Opt : Lap (2d),

Sav : Lap (2e),

Sav : LNW (2f),

LNW : Lap (2g),

LNW : Sav (2h).
Wektory wyplat odpowiadajace dwoém strategiom nierozréznialnym w sensie kryterium optymi-
stycznego czy Walda s3 wektorami jednakowymi z doktadnoscig do porzadku, tzn. porzadkujac
sktadowe tych wektoréw w kolejnosci od warto$ci najmniejszej do najwiekszej lub odwrotnie, otrzyma
si¢ dwa jednakowe wektory. W szczegdlnos$ci suma poszczegdlnych sktadowych tych wektoréw jest

jednakowa. Stad wynika stwierdzenie o nieuzytecznoSci regularyzacji Wal : Opt (2a), Wal : Lap (2b),
Opt : Wal (2¢) i Opt : Lap (2d).

Podobnie jest z wektorami w macierzy strat, na ktérych operuja kryteria Savage’a i LNW, a wiec
regularyzacje Sav : LNW (2f) i LNW : Sav (2h) sg takze nieuzyteczne. Nieuzyteczno$¢ regularyzacji
Sav : Lap (2e) i LNW : Lap (2g) wynika z nastgpujacego rozumowania: zastosowanie kryterium
Laplace’a do macierzy wyplat daje w efekcie ten sam rezultat, co zastosowanie go do macierzy strat®.
Kryterium Savage’a mozna interpretowac jako zastosowanie kryterium Walda do macierzy strat,

@ Kryterium Laplace’a (maksymalizacji wartosci oczekiwanej wyplaty) jest toZsame z kryterium , expected opportunity loss”,
polegajqgcym na minimalizacji wartoSci oczekiwanej straty [1].
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zatem, na mocy stwierdzenia o nieuzyteczo$ci regularyzacji Wal : Lap, stwierdza si¢ nieuzytecznos¢
regularyzacji Sav : Lap. Natomiast kryterium LNW mozna interpretowac jako zastosowanie kryterium
optymistycznego do macierzy strat, stad, na mocy stwierdzenia nieuzytecznosci regularyzacji Opt : Lap,
wnioskuje si¢ o nieuzytecznosci regularyzacji LNW : Lap.

Z.akonczenie

Wspomniana we wprowadzeniu wielowymiarowo$¢ probleméw decyzyjnych, jak réwniez wielo$¢
kryteriéw, wedtug ktoérych decydenci oceniajg jakos$¢ uzyskanych rozwiazan, sklaniajg do stosowania
metod wlasciwych dla analizy wielokryterialnej. Jedna z takich metod jest regularyzacja rozwiazar,
niejednoznacznych z wykorzystaniem okre§lonej metody skalaryzacji wektoréw wyplat (okres§lonego
kryterium wyboru strategii). Na przykltadzie kilku wybranych, powszechnie stosowanych podejs¢ do
problemu decyzyjnego o modelu gry przeciwko naturze pokazano, ze metoda ta ma swoje granice,
a w szczegoblnosci, ze nie kazda forma regularyzacji ma sens.
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