Rozwoj szerokopasmowego internetu w Polsce —
trendy i granice wzrostu

( Ryszard Struzak )

Zaprezentowano modele i granice rozwoju internetu oraz odpowiedziano na pytanie, kiedy zanikng w Polsce roznice
w dostepie do szerokopasmowego internetu. Zidentyfikowano naturalne granice rozwoju i wykazano, Ze kontynuacja
dotychczasowego modelu rozwoju nie prowadzi do zmniejszenia istniejqcych dysproporcji. Wnioski te stanowiq
materiat do refleksji nad problemami budowy spoteczeristwa informacyjnego w Polsce.
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Wprowadzenie

Przyjeto sie, ze dostep do szerokopasmowego internetu stymuluje rozwdj gospodarki i kultury oraz
poprawe jakoSci zycia obywateli i jest jednym z podstawowych elementéw funkcjonowania nowo-
czesnego spofeczenstwa. Ograniczenia tego dostepu prowadza do ,,wykluczenia cyfrowego” i unie-
mozliwiajq realizacje wizji jednolitego spoteczenstwa informacyjnego. Aby przeciwdzialaé¢ takiemu
wykluczeniu, kraje Unii Europejskiej podjely wspdlny plan dzialania, kontynuowany obecnie pod
nazwa: ,,i2010” [1]. Jego celem jest ,.ukoriczenie [budowy] jednolitej europejskiej przestrzeni infor-
macyjnej” i zapewnienie powszechnego szerokopasmowego dostepu do internetu [2]. Krajowe za-
mierzenia w tym zakresie opisano w rzadowej strategii rozwoju spoleczeistwa informacyjnego

w Polsce [3], [4]. Mimo zaawansowania tych programéw, nadal obserwuje si¢ istotne réznice rozwojo-
we miedzy gesto zaludnionymi obszarami miejskimi i rejonami wiejskimi o matej ggstosci zaludnienia.

W niniejszym opracowaniu przedstawiono modele rozwoju internetu i odpowiedZ na pytanie,
kiedy dysproporcje rozwojowe zanikna. Wykazano, ze istniejg nieprzekraczalne granice rozwoju
oraz ze kontynuacja dotychczasowego modelu rozwoju nie prowadzi do zniwelowania réznic. Wnioski
te stanowig material do refleksji nad budowa spolteczeristwa informacyjnego w Polsce®. Oméwiono
kolejno modele rozwoju, granice wzrostu, opdZnienie i bariery rozwoju, a takze potrzebne dziatania.
Szczegdly matematyczne zamieszczono w dodatku.

Modele rozwoju
Modele

Od niepamietnych czaséw ludzie pragng zna¢ przyszto$¢. Dawniej korzystano z wyroczni, przepo-
wiedni i wrézb. Dzisiaj sigga si¢ po metody naukowe i modele matematyczne. Opierajg si¢ one
na zatozeniu cigglodci oraz przewidywalnosci proceséw i polegaja na ekstrapolacji danych histo-
rycznych®. Rozwéj spoleczeiistwa informacyjnego mozna poréwnaé do rozwoju epidemii wirtualnej
choroby, ktéra objawia si¢ tym, ze osoby nig zakazone korzystaja z ustug oferowanych przez nowo-
czesne systemy teleinformatyczne, np. internet. W przypadku prawdziwej choroby spoleczenistwo jest

@ Zaprezentowano tu osobiste poglgdy autora. Wykorzystano czesciowo wyniki pracy statutowej Instytutu Eqcznosci pt. ,,Rozwdj
szerokopasmowego dostepu do Internetu na obszarach wiejskich. Trendy, granice, bariery”. Instytut Lgcznosci O/Wroctaw,
2008.

@ w granicach horyzontu przewidywalnosci, kontynuacja stanu ,,jak dotychczas” jest najbardziej prawdopodobna. W przypadku
procesow nieprzewidywalnych, np. katastrof, takie postepowanie jest jednak nieskuteczne (zob. H.-O. Peitgen, H. Jurgens,
D. Saute: ,,Granice chaosu. Fraktale”. Warszawa, PWN, 2002, t. 2, str. 14).
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zainteresowane tym, aby procent os6b uodpornionych na nig byt jak najwigkszy, stad szczepienia i inne
akcje profilaktyczne. W przypadku spofeczenstwa informacyjnego przeciwnie — ,,choroba internetowa”
powinna objaé calg populacje, stad programy europejskie ,,i2010” i krajowe strategie rozwojowe.

Modele rozwoju epidemii uwzgledniaja wiele szczegdlow [5], ktoére nie sg istotne w dyskus;ji
wspomnianych réznic rozwojowych. Z tego powodu w niniejszym artykule wykorzystuje si¢ najprostszy
model ograniczonego rozwoju — funkcje logistyczna, ktéra od dawna zadziwiajaco dobrze sprawdza si¢
przy modelowaniu rozmaitych proceséw wzrostu [6]. Wedtug tej funkcji, poczatkowe tempo rozwoju
procesu jest szybkie. W miare rozwoju, tempo wzrostu maleje do zera, tak, ze w fazie koricowe;j
proces zbliza si¢ asymptotycznie do nieprzekraczalnej granicy, jak pokazano na rys. 1b.
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Rys. 1. Rozwdj internetu w Polsce: a) odsetek gospodarstw domowych z dostepem do internetu (Zrodto
danych: [4; s. 35]); b) odsetek gospodarstw domowych i przedsiebiorstw z szerokopasmowym dostepem
(Zrodto danych: Eurostat, 22.03.2009)

Dane historyczne zaznaczono punktami, a modele — liniami cigglymi. Modele i granice wzrostu — obliczenia autora.

Jednym z podstawowych wymagan stawianych teoretycznym modelom wzrostu jest zgodno$é

7 rozwojem obserwowanym w przesztosci. Na rys. 1 dane historyczne reprezentuja punkty, a modele —
linie ciggte. Parametry modeli dobrano metoda najmniejszych kwadratéw, uzyskujac stopieft zgodnosci
widoczny na rysunku. Szczegéty podano w dodatku.

BieZgce granice wzrostu

Na rys. la zilustrowano rozwdj internetu w Polsce bez wzglgdu na szeroko$¢ pasma, natomiast
na rys. 1b — rozwéj szerokopasmowego internetu®. Na pierwszym rysunku rozrézniono duze
miasta i rejony wiejskie, a na drugim — gospodarstwa domowe i przedsiebiorstwa rdznej wielkosci.
W programie 12010 Unii Europejskiej przyjmuje si¢, ze 80% wszystkich gospodarstw bedzie miato
dostep do szerokopasmowego internetu w 2010 r. W kraju natomiast zaktada si¢, ze na wsi dostep
do internetu bedzie miato 40% gospodarstw w 2010 r. i 70% w 2015 r. [7; s. 13]. Z rys. 1 wida¢,
ze osiggniecie takich pozioméw w podanym czasie bedzie bardzo trudne, jezeli w ogéle mozliwe®.

Wartosci liczbowe przypisywane przymiotnikowi ,,szerokopasmowy” sq zdefiniowane w materiale Zrodtowym.

Granice wzrostu w miastach (99%) i na obszarach wiejskich (70%) nie zostanq osiggniete przed 2015 r. (rys. la), natomiast
zostanq osiggniete przed 2015 r. (rys. 1b) w przypadku gospodarstw domowych (51%) oraz przedsiebiorstw, zatrudniajgcych:
od 10 do 49 pracownikow (53%), od 50 do 249 pracownikow (77%) i ponad 250 pracownikéw (94%).
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W duzych miastach i duzych przedsigbiorstwach dostep do szerokopasmowego internetu zblizy
siec do poziomu 95%, ale w matych przedsigbiorstwach i w gospodarstwach domowych® nie
przekroczy granicy 50%, nawet w odleglym horyzoncie czasowym. ,,Waskie gardlo” rozwoju
internetu w Polsce wynika z opdZnienia obszaréw wiejskich, matych przedsigbiorstw i gospodarstw
domowych.

BieZgca luka rozwojowa

Luka rozwojowa jest to réznica pozioméw rozwoju w okreslonym czasie. Na rys. la jest ona
przedstawiona jako odcinek przerywanej linii pionowej. W 2007 r. luka migdzy miastem i wsig
wynosifa 20 punktéw procentowych.

Kiedy granice rozwoju obu poréwnywanych proceséw sa takie same, luka rozwojowa zanika w miarg
uplywu czasu. Na tej podstawie mozna by oczekiwaé, ze rozwdj internetu prowadzi zawsze do
wyréwnania dysproporcji rozwojowych. Oczekiwanie takie nie jest jednak uzasadnione. Granice
wzrostu i dynamika rozwoju réznych proceséw tylko wyjatkowo mogg by¢ identyczne. W mato
prawdopodobnym przypadku identycznych granic wyréwnanie poziomdéw zachodzi asymptotycznie,
to jest po teoretycznie nieskonczenie dlugim czasie.

Kiedy granice wzrostu réznig si¢ miedzy soba, sq mozliwe dwa przypadki.

1. Linie wzrostu obu proceséw przecinaja sie. Proces startujacy z nizszego poziomu wzrasta
szybciej i dazy do granicy, ktdra jest wyzej polozona. W miar¢ uptywu czasu procesy najpierw
si¢ zréwnuja, po czym relacja odwraca si¢ i region dotychczas stabiej rozwinigty zaczyna przodo-
wac. Jak wynika z rys. 1, taki przypadek w Polsce nie zachodzi.

2. Linie wzrostu nie przecinajg si¢ — poziomy rozwoju nie wyrownuja si¢ nigdy. Taki przy-
padek pokazano na rys. 1. OdpowiedZ na pytanie ,,Kiedy zaniknie w Polsce luka rozwojowa?”
brzmi: nigdy, jezeli warunki rozwoju internetu w malych przedsiebiorstwach i na wsi nie ulegng
zmianie.

BieZgce opoZnienie rozwoju

OpéZnienie rozwoju jest to réznica czaséw potrzebnych do osiagni¢cia przez proces opdzniony
tego samego poziomu, jaki wczesniej osiggnal proces odniesienia. Na rys. la jest ono przedstawione
jako odcinek poziomej linii przerywanej. W 2007 r. rozwd6j internetu na wsi osiggnat taki poziom,
jaki istniat w duzych miastach w 2003 r. Opdznienie wynosilo wiec wowczas 4 lata. Jezeli granice
wzrostu obu poréwnywalnych proceséw sg identyczne, opdZnienie asymptotycznie zanika, ale
taki przypadek, jak juz wspominano, jest raczej wyjatkiem niz reguly. Przy réznych granicach
wzrostu, jezeli linie rozwoju przecinajg si¢, poziomy obu regionéw wyréwnujg si¢, po czym
zaczyna przodowac ten region, ktéry byl na poczatku opézniony. Jezeli natomiast linie rozwoju
nie majg punktu wspdlnego, region na poczatku opdZniony pozostaje zawsze opdéZniony. Taki
wlasnie przypadek zachodzi w Polsce (rys. 1). OdpowiedZ na pytanie , Kiedy zaniknag w Polsce
obecne opdznienia rozwoju?”’ brzmi: nigdy, jezeli warunki rozwoju internetu na wsi i w malych

@ Kategoria ,,gospodarstwa domowe” obejmuje rowniez stanowiska pracy na odleglosé, biura domowe i inne mate przed-

siebiorstwa.
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przedsiebiorstwach nie ulegng zmianie. Z uwagi na to, ze internet rozwija si¢ w miescie szybciej niz
na wsi, w duzych przedsiebiorstwach szybciej niz w matych, istniejgce opdZnienie bedzie si¢ jeszcze
powiekszac.

Dyskusja

Modele rozwoju sa to dane statystyczne przetworzone tak, aby ujawni¢ dynamike¢ wzrostu. Russell
Ackoff wymienia cztery mozliwe Zrédla bledéw modelowania [8; s. 179]:

1) model moze nie zawiera¢ zmiennych, ktére w rzeczywisto$ci maja wpltyw na wynik;

2) model moze zawiera¢ zmienne, ktére w rzeczywistoSci nie wchodzg w gre, tj. wprowadzad
czynniki, od ktérych proces naprawde nie zalezy;

3) funkcja, ktéra wiagze zmienne z wynikiem, moze by¢ niepoprawna;

4) wartosci liczbowe przypisane zmiennym moga by¢ niesciste.

Omawiane tutaj modele rozwoju nie odwotujg si¢ do zwigzkéw przyczynowo-skutkowych. Dlatego
dwie pierwsze przyczyny nie wchodzg tu w rachube.

Funkcja logistyczna jest od dawna stosowana w podobnych badaniach® i dobrze przybliza dane
historyczne. Pozostajg wiec jedynie nieSciste dane liczbowe i mala ich liczba, jako gtéwne Zrédio
btedéw w opisywanym przypadku.

Mozna argumentowac, ze tak jak elektryczno$¢ czy wodociag, tak internet znajdzie dostep do
praktycznie wszystkich gospodarstw domowych w Polsce, po dostatecznie diugim czasie. Inaczej
moéwigc, wszystkie wczesniej pokazane krzywe wzrostu powinny dazy¢ do asymptotycznej war-
tosci 100%.

Problem granic wzrostu zasluguje na glebszg analize. Upowszechnienie internetu (tak jak, np. tele-
fonéw) mozna rozpatrywaé, uzywajgc réznych wskaznikéw wzglednych, np. w stosunku do liczby
gospodarstw domowych lub w stosunku do liczby mieszkancow. Teraz powstaje wizja automatéw
internetowych [9]. Kiedy zostanie ona zrealizowana, wskaZnik ten w stosunku do liczby mieszkancow
moze przekracza¢ 100%.

Przyjety w artykule model logistyczny dopuszcza dowolng warto$¢ graniczng, nie dopuszcza jednak
sprzecznych wymagar jednoczesnego dobrego dopasowania do danych historycznych i do narzuconej
z gbry asymptoty. Funkcja logistyczna zostala uzyta w tym opracowaniu do wyznaczenia nieznanej
warto$ci asymptotyczne;j.

Jednoczesne spetnienie warunkéw dobrego dopasowania do danych statystycznych i do zatozonej
dowolnej asymptoty wymagatoby innej, bardziej zlozonej funkcji lub kombinacji kilku funkcji
logistycznych. Potrzebne by byly dodatkowe dane, ktérych brak, rozwdj internetu bowiem, zwlaszcza
na wsi, nie byl dotychczas w centrum uwagi. Z braku niezb¢dnych danych, przyjecie bardziej
zlozonego modelu teoretycznego nie znajduje uzasadnienia, dlatego w artykule wskazano biezace
(a nie absolutne) granice wzrostu, a horyzont czasowy ograniczono na wykresach do 2015 r.

Przy zatozeniu jednolitego produktu (ustug) i braku konkurencyi.
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Bariery rozwoju

Wiele instytucji zajmuje si¢ problemem réznic rozwojowych. Najwazniejszg instytucja jest Parlament
Europejski, ktéry zajal w tej sprawie nast¢gpujace stanowisko [2]:

.Pomimo ogolnego wzrostu liczby linii szerokopasmowych, dostep w regionach wiejskich i bardziej
oddalonych pozostaje ograniczony z uwagi na wysokie koszty spowodowane niskq gestosciq zaludnienia
i duzymi odleglosciami. Niewielka liczba ludnosci nie pozwala wykorzystac w petni efektu skali

i prowadzi do stabego popytu oraz skromnych perspektyw, jesli chodzi o rentownos¢ inwestycyi.
Oddalenie czesto pociqga za sobq koniecznoS¢ pokonania wiekszych odleglosci miedzy lokalnymi
centralami a poszczegolnymi abonentami 7 jednej strony i sieciq szkieletowq z drugiej. Ekonomiczne
zachety do inwestowania w budowe sieci szerokopasmowej na tych obszarach okazujq sie czesto
niewystarczajgce...” i dalej: ,,zwiekszenie dostepnosci produktow i ustug ICT, rowniez w regionach
stabiej rozwinietych, jest ekonomiczng, spoteczng, etyczng i polityczng koniecznosciq”.

Badania ankietowe w Polsce umozliwily okreSlenie gtéwnych przyczyn braku szerokopasmowego
dostepu do internetu w domach. Sg to [4; zal. 1, s. 34, wykres 37]:

—  brak potrzeby (40% ankietowanych®),
— zbyt wysokie koszty (27%),

— brak mozliwosci technicznych (22%).

Wydaje sie, ze ,brak potrzeby” jest elementem krytycznym. Blisko potowa mieszkaricéw Polski®
nie zamierza korzysta¢ z szerokopasmowych ustug internetowych. Podobna sytuacja istnieje takze
w innych krajach. Na przyklad, w Wielkiej Brytanii osoby, ktore nie deklarowaly potrzeby dostepu do
internetu stanowily w 2007 r. okoto 50% [10; s. 33]. Ten brak motywacji powoduje brak popytu na
ustugi internetowe i zwigzang z tym nieefektywno$é mechanizméw rynkowych. Swiadczy to o tym,
ze albo korzySci, jakie oferuje internet, nie sa powszechnie znane, albo ze oferowane ustugi i tresci
nie odpowiadaja odczuwanym potrzebom oraz hierarchiom wartosci.

Przezwycigzenie tej bariery wymaga aktywizacji lokalnych spolecznos$ci i rewizji oferty. Potrzebna
jest powszechna, dtugofalowa akcja edukacyjna, poczynajac od mlodziezy szkolnej — kot zaintere-
sowan, ruchu radioamatorskiego, harcerstwa, ochotniczej strazy pozarnej itd. Olbrzymig rol¢ moga
tu odegra¢ nauczyciele fizyki i matematyki [11]. Dziatanie to wymaga jednak odpowiedniego
wsparcia organizacyjnego, merytorycznego i finansowego ze strony rzadu. Bariera finansowa stata
si¢ ostatnio mniej istotna w poréwnaniu z pozostalymi, w §wietle postanowien Komisji Europej-
skiej [12], ktora

zamierza zapewnic 100% dostep do szybkiego Internetu dla wszystkich mieszkaricow [Unii Euro-
pejskiej] do 2010 roku, w ramach planu ‘European Economic Recovery Plan’. Miliard euro zostat
przeznaczony na pomoc obszarom wiejskim przynoszqc nowe miejsca pracy i pomoc dla rozwoju
biznesu.”

@ Wedtug innych badan, w 2006 r. odsetek ten wynosit w Polsce 59% (zob. K. Pawtowska: ,,Ponad potowa Polakéw nie chce
Internetu”. Gazeta Wyborcza, 18.04.2000).

@ Przy zatozeniu, Ze probka wykorzystana w badaniach ankietowych jest reprezentatywna dla catej populacji Polski.
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Potrzebne dzialania

W S$wietle wezesniejszych uwag oraz publicznych dyskusji (m.in. na stronach internetowych Urzedu
Komunikacji Elektronicznej [13]) mozna okresli¢ dziatania, ktére moga zniwelowaé istniejace
dysproporcje. Obejmuja one cztery grupy.

1. W zakresie regulacji nowe rozwigzania, zgodne z przepisami Unii Europejskiej, prowadzace do:

— wydzielenia pasm czgstotliwosci dla krajowej szerokopasmowej bezprzewodowej infrastruk-
tury teleinformatycznej (odpowiednik National Information Infrastructure — NII w USA);

— biezacej inwentaryzacji stanu istniejacej oraz planowanej infrastruktury teleinformatycznej
(podstawowej i towarzyszacej) z utatwionym dostepem do aktualnej informacji w tym zakresie
(tacznie z zasobami czestotliwos$ci dostepnych lokalnie);

— wyposazania nowo budowanych budynkéw i osiedli w wewnetrzng infrastrukture (kanalizacje)
teleinformatyczna;

— zachecenia wlascicieli sieci telekomunikacyjnych, energetycznych, kanalizacyjnych, cieplowni-
czych, gazowniczych, transportowych i innych do ufatwienia dostepu do swojej infrastruktury,
obiektéw i gruntéw oraz realizacji prawa drogi;

— przyspieszenia i uproszczenia procedur rozpoczynania inwestycji oraz prowadzenia ustug
teleinformatycznych (lacznie z ulatwieniami fiskalnymi dla matych przedsigbiorstw i rejonéw
wiejskich);

— zachgcenia abonentéw do wspétuzytkowania ich instalacji;

— uznania szerokopasmowego dostepu do internetu za uslugg uniwersalna.

2. W zakresie inwestycji dzialania (z zachowaniem zasad neutralnosci technologicznej oraz pelne;j
zgodnosci ze standardami i zaleceniami europejskimi), prowadzace do:

— dokoriczenia planowanej wcze$niej szerokopasmowej sieci, taczacej wszystkie placéwki
rzadowe 1 samorzadowe (urzedy, szkoly, biblioteki, komisariaty policji, szpitale itd.), a na-
stepnie jej rozszerzenia za poSrednictwem publicznych punktéw dostepowych (stacjonarnych
i przewoZnych), wykorzystujac rézne technologie (Swiattowodowe, bezprzewodowe i inne),
oraz udostepnienia tej infrastruktury wszystkim zainteresowanym. (W 2009 r. rzad Australii
podjal decyzje o wybudowaniu australijskiej narodowej sieci szerokopasmowej, oferujace;j
90% mieszkancéw pasmo ok. 100 Mbit/s w ciagu 8 lat [14]).

3. W zakresie nowych technologii dziatania, prowadzace do:

— intensyfikacji prac badawczo-rozwojowych i wdrozeniowych w panstwowych instytutach
badawczych w zakresie innowacyjnych tanich technik szerokopasmowego dostepu dla wsi
i matych przedsiebiorstw oraz w zakresie optymalizacji wiejskich sieci dostgpowych o mieszanej
technice;

— opracowania i promocji bezplatnych aplikacji typu Open Office itp., dostosowanych do
potrzeb matych przedsiebiorstw i mieszkancow wsi (gospodarstwa agroturystyczne, warsztaty
samochodowe itp.).
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4. W zakresie aktywizacji/edukacji spoleczefistwa oraz promocji nowych ustug i narzedzi dzialania,
prowadzace do:

— szerokiej akcji promocyjno-edukacyjnej, obejmujgcej samorzady, male przedsigbiorstwa,
ludnos$¢, programy szkolne na wszystkich poziomach itp.;

— popularyzacji najlepszych rozwigzan (np. przez organizowanie konkurséw, bezptatne szkolenia
i publikacje).

Z.akonczenie

W artykule zaprezentowano oryginalne modele rozwoju szerokopasmowego internetu w Polsce.
W odréznieniu od tablic statystycznych, przedstawione modele umozliwiaja wykrycie dynamiki
wzrostu oraz opdzniefi, granic i barier rozwojowych. Dzigki nim mozna odpowiedzie¢ na pytanie,
kiedy, w dotychczasowych warunkach rozwoju, zanikng istniejgce luki rozwojowe miasto — wies
oraz duze — male przedsigbiorstwa.

Wykazano, ze kontynuacja rozwoju internetu w Polsce, wedlug dotychczasowego modelu, nie prowadzi
do zmniejszenia dysproporcji rozwojowych. Pokazano, Ze najwigkszym problemem jest opdZnienie
rozwoju obszaréw wiejskich i malych przedsigbiorstw w wyniku dzialania praw wolnego rynku.
Problem ten dotyczy okoto 40% populacji i 90% obszaru kraju. Jezeli warunki rozwoju infrastruktury
teleinformatycznej na obszarach wiejskich, w matych miastach oraz w malych przedsigbiorstwach nie
ulegna zasadniczej poprawie, to cele wyznaczone w strategii rozwoju kraju nie zostang osiagniete,
a istniejace dysproporcje miedzy Polska i bardziej zaawansowanymi krajami Unii Europejskiej beda
si¢ powigkszac, ze wszystkimi ich negatywnymi skutkami. W koficowej czg¢Sci opracowania oméwiono
cztery kategorie dziatafi, zmierzajacych do zniwelowania tych réznic rozwojowych w zakresie regulacji,
inwestycji, nowych technologii i edukacji spoteczenistwa.

W artykule zalozono, ze parametry modeli rozwoju sa stale i nie zmieniaja si¢ w czasie. Umozliwia to
pokazanie skutkow zaniechania (lub niepowodzenia) dzialan niezbednych do przyspieszenia rozwoju
oraz zidentyfikowanie elementéw krytycznych, wymagajacych koncentracji sit i srodkéw. Informacje
i wnioski tu podane stanowia nowy material do refleksji nad perspektywami budowy spoteczeristwa
informacyjnego w Polsce.

Dodatek

Funkcja logistyczna — model rozwoju ograniczonego

Funkcja logistyczna

Sposréd znanych modeli [15; s. 92-106] wybrano funkcje logistyczng z uwagi na jej prostote i dobre
dopasowanie do danych historycznych. Funkcja ta, wprowadzona w XVIII w. przez belgijskiego
matematyka Pierre Frangois Verhlust, jest rozwigzaniem réwnania logistycznego typu:

dy
= —y(1 =
5 y(1-y),

ktére dobrze opisuje rozwdj wielu proceséw obserwowanych w §wiecie rzeczywistym. Jest ona czgsto
stosowana w badaniach biologicznych, ekologicznych i innych [16], [17].
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W swej najprostszej postaci mozna jg zapisa¢ nastepujgco:
1

1+exp(—1) " 1

y =
Tutaj y = y(¢) oznacza funkcje wzrostu (miar¢ liczbowa rozwoju badanego procesu), a ¢ — czas.
Latwo sprawdzi¢, ze poziom rozwoju nie moze przekroczyé granicznej warto$ci, rownej 1. Dla
celéw praktycznych wzigto pod uwage zmodyfikowana forme tej funkcji, wprowadzajac 3 parametry
liczbowe — 3 stopnie swobody (a, b, c):
a

= b,c>0. 2
y 1+bexp(—ct)’ a, b, ¢ ( a)

Funkcja odwrotna do niej ma réwnanie:
1 b
:—IC)gea—7 a, b,C>O. (2b)
1

c

y

Dobor parametrow modelu

Przebieg funkcji logistycznej kontroluja trzy parametry (a, b, c), stale w czasie. Aby ta funkcja
dobrze aproksymowata proces rozwoju, warto$ci tych parametréw muszg by¢ dopasowane do
danych historycznych. Jezeli dane sa reprezentowane jako punkty (¢;,y7), i=1,2,3,..., N na plasz-
czyznie (t,y), to — idealnie — wykres funkcji przebiega przez kazdy z tych punktéw. W praktyce
jednak, z powodu bledéw obserwacji, wykres przebiega w ich poblizu.

Procedura dopasowania jest nastepujaca. Najpierw oblicza si¢ teoretyczng warto$¢ funkcji w kazdym
punkcie obserwacji:
yvi=a/[l+bexp(—ct;)], i=1,2,...,N. (3a)

Odchylenie wartoSci teoretycznej od wyniku obserwacji wynosi:
&=y —y, i=12..,N. (3b)

Blad sumaryczny, zdefiniowany jako suma kwadratéw odchylei we wszystkich punktach, jest:
N
82 = Z(ﬁ,’)z. (30)
i=1

W koficu wyznacza si¢ wartoSci parametrow a, b, ¢, ktére gwarantujg minimalny btad sumaryczny.
W tym celu wykorzystuje si¢, np. standardowe programy optymalizacji numerycznej. Liczba punktéw
obserwacji N powinna by¢ wieksza niz 3, poniewaz do wyznaczenia trzech parametréw (a, b, c),
potrzeba co najmniej trzech réwnan. Im wigcej danych, tym mniejszy jest wptyw btedéw losowych.

Analiza

Wartos¢ funkeji w chwilit =0: y(0) =a/(b+1).

)=
Dla malych wartosci 7, (t) wzrasta w przyblizeniu wykladniczo. Aby to wykazad,
wystarczy przyblizy¢ funkcje exp(ct) w mianowniku wyrazenia (2a) pierwszymi wyrazami jej
rozwiniecia w szereg potegowy: exp(ct) ~ 1 +cr+.... Wtedy

exp(ct) a
“britat.. (1+b)eXp(C)
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Dla jeszcze mniejszych wartosci ¢, y(f) wzrasta w przyblizeniu liniowo, co tatwo wykazad,
przyblizajac funkcje wyktadniczg w szereg potegowy:

y R (%) exp(ct) ~ (%) (1+ct).

Asymptoty: funkcja logistyczna ma dwie asymptoty, zero y(—oo) — 0 i granice wzrostu y(eo) — a.
Pierwsza pochodna dana jest wzorem (réwnowaznym wyrazeniu (2)):

d abcexp(—ct
y = @ _ # . 4)
dt  [1+bexp(—ct)]
Wartosé pierwszej pochodnej dla = 0: y'(0) = abc/(1 +b)>.
Asymptoty pochodnej y' () — 0; y'(—o0) — 0.

Druga pochodna funkcji logistycznej y(7) ma postac:

dy e {—bcexp(—ct)[1+ bexp(—ct)]*} — {bexp(—ct)]*[1 + bexp(—ct)|(—bcexp(—ct)}
dt? [1+bexp(—ct)]*
bexp(—ct)—1

[1+bexp(—ct)]? )

= abc*exp(—ct)

Druga pochodna zeruje si¢ dla t = (1/c)log.(b), wéwezas exp(—ct) = 1/b, y =a /2,y = ac/4.

Wrazliwosé¢ funkcji logistycznej na (mafe) zmiany parametréw a, b, ¢ okreslaja pochodne czastkowe:

90) !
da 1+bexp(—ct)’

o) _ _ —exp(=ct)

0b  [I+bexp(—ct)]?’ ©

ay) _ cexp(—ct)
oc [1+4bexp(—ct)]?”

Czas wzrostu

Czas rozwoju procesu od poziomu y; do poziomu y, mozna okre§li¢ na podstawie wzoru (2). Nie
zalezy on od parametru b i wynosi:

t(y1) —t(y2) = (1/c)log, <%) ) 7

Luka rozwojowa

Luka rozwojowa jest to réznica poziomoéw rozwoju w okreslonym czasie. Z zaleznos$ci (2) wynika:

al ap
Ay}, =y1(t) = () = ([1 by exp(—cit)] o [1+by exp(—czt)]) ' ®
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Jej wartoSci graniczne sa:
-0

f——o0

ay an
MY oe \Txb, 1+m
—[—>(al —a)

OpdZnienie rozwoju

Opéznienie rozwoju jest to roznica czasow potrzebnych do osiggniecia przez proces opdZzniony tego
samego poziomu, jaki wczesniej osiggnal proces odniesienia. Z zaleznosci (2) wynika:

Atl, =) -nb)] = C]—l log, ((al/l;ﬁ) - Ciz log, (#) : 9)

Jezeli (a;/y—1)<01lub (az/y—1) <0, to opbdznienie jest nieokreslone.
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