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1. WPROWADZENIE

W referacie [3] wprowadzono rodzinę nowych skalarnych wielkości nazwa

nych tłumiennośclami pasmowymi, które stanowię uogólnienie na całe pasmo 

przesyłowe wielkości znanych z klasycznej teorii czwórników elektrycznych: 

tłumienności punktowych, wyznaczanych przy ustalonych częstotliwościach 

transmi towanych sygnałów.

Zastosowanie tłumienności pasmowych przewiduje się m.in. przy projek

towaniu sieci telefonicznych zamiast dotychczas stosowanej tłumienności 
odniesienia, która wykazuje istotne wady użytkowe /patrz referat [3]Z.

Ponieważ w dotychczasowej praktyce wartości tłumienności czwórników są 

wyznaczane punktowo, tzn. przy ustalonych częstotliwośclach? więc zacho

dzi potrzeba szacowania tłumienności pasmowej na podstawie liniowych kom

binacji tłumienności punktowych. Zasady szacowania tłumienności pasmowej 
na podstawie danych punktowych przedstawiono w referacie [k]; niniejszy , 

zaś referat stanowi kontynuację tej samej tematyki i ma na celu prezenta

cję konkretnych metod obliczania parametrów wzmiankowanych kombinacji li

niowych, nazwanych punktowymi aproksymatami tłumienności pasmowej.
W referacie [3] zdefiniowano tłumienność pasmową czwórnika jako funk

cjonał określony wzorem:

f

A = J g(f) <P/f) df Z1-1Z

fd

gdzie g jest unormowaną funkcją gęstości wagi w paśmie przesyłowym o 

częstotliwościach granicznych: f^ i f , zaś - częstotliwościową 

charakterystyką tłumienności rozważanego czwórnika.

W referacie wykazano, że tłumienność pasmową czwórnika można wyra

zić wzorem:

P

a-E Gk + % /1-2/
k-1



2

gdzie oznaczęją tłumienności punktowe rozważanego czwórni-

ka przy ustalonych częstotliwościach fk , przy czym:

fd «f, < f2 <... <fp.,< fp< fg /1-3/

Występujące we wzorze /I—2/ współczynniki wagowe są równe:

P 
|~](f-fJ)g(f)df 

J-l 
jńk

j^k

/1-4/

gdzie:

/1-5/

Natomiast górny kres modułu wielkości 

można określić z nierówności :

R występującej we wzorze /1-2/

gdzie

3P

zaś M jest górną grani

f
P9 P

j /i-7/
% J-'

modułu pochodnej rzędu p częstotliwościowej 

charakterystyki tłumienności rozważanego czwórnlka w paśmie przesyłowym. 

Punktową aproksymatę tłumienności pasmowej czwórnlka zdefiniowano ja

ko kombinację liniową oszacowań Ą, tłumienności punktowych przy często- 
x/ tliwośclach f^ tego czwórnlka :

x/
zUwaga: czcionkami tłustymi oznaczono symbole wielkości będących zmien

nymi losowymi. » '



Jeżeli przyjmiemy, że oszacowania A* nie wykazują błędu niepoprawno- 

ści, natomiast charakteryzują się niezależną od częstotliwości wartością 

Ó błędu standardowego niepewności, to wartość oczekiwana aproksymaty 

określonej wzorem /1-8/ wyniesie:

P 
E{A}=EGk^(fk) 

k-1

zaś jej warjancja:

P
D2| A] = d2 . G2 /1-10/

k=l

Uwzględniając /1-9/ w /1—2/ otrzymujemy, że:

71-11/

a więc wyżej określona punktowa aproksymata jest obciążonym estymatorem 

tłumienności pasmowej, przy czym to obciążenie /tzn. błąd niepoprawności 

aproksymaty/ wynosi - R .

Przy każdej ustalonej liczbie p punktów aproksymacji minimalizacja 

wielkości określonej wzorem /1-10/ zachodzi przy równości współczynników 

wagowych, tzn. gdy jest spełniony warunek:

Gk /1-12/

W tym przypadku wariancja, najmniejsza w zbiorze wszystkich możliwych

p-punktrwych aproksymat, jest równa:

• „2 mi n D /1-13/

Każdą p - punktową aproksymatę tłumienności pasmowej, tworzoną przy 

ustalonych częstotliwościach wyznaczania tłumienności punkto

k = 1 ,... ,p

ć 

p

2 
p



wych‘czwórnlka, można scharakteryzować efektywnością określoną jako sto

sunek:

min D /1-14/

przy czym wielkość ta przyjmuje wartości z przedziału [_O,1J .

W niniejszym referacie przedstawimy metody wyznaczania wartości opty- 
O •

malnych częstotliwości przy których uzyskuję się maksymalną

efektywność p-punktowych aproksymat tłumicnności pasmowej.

Prezentacja tych metod zostanie poprzedzona przedstawieniem metody o-

kreślania wartości współczynników wagowych G1 GP aproksymat przy za

łożonych częstotliwościach wyznaczania tłumienności punktowych.

2. TWORZENIE APROKSiMAT PRZY ZAŁOŻONYCH CZĘSTOTLIWOŚCIACH 

WYZNACZAJ.A TtUMIENNOŚCI PUNKTOWYCH

2.1. Ogólne wzory określające błąd niepoprawności aproksymat 

oraz ich współczynniki wagowe

W przypadku założenia określonych częstotliwości fl ,f 
P

wyznacza

nia tłumienności punktowych górny kres modułu błędu niepoprawności jest

określuny wzorem /1-6/, a występująca w tym wzorze wielkość 

kreślona równością /1-7/.

Jp jest o-

Naleźy zwrócić uwagę, że występujący w 

całki iloczyn można przedstawić w postaci

tym ostatnim wzorze pod znakiem 

wielomianu, a miarowić'G.

P P ,
n ^-fj)“ E /2'v

j-1 1'0

gdzie współczynniki a^ /z inueksami 1 - 0,1 ,p/ rów..e:



D*A
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są sumami iloczynów, stanowiących kombinacje bez powtórzeń 1 ele
mentów z p elementowego zbioru |f.J, gdzie j - 1,...,p, przy czym:

72-3/

Podstawiając 72-1/ do 71 — 7/ i dokonując operacji całkowania otrzymuje

my związek:

P
J = / a.'m ,

P Z_. 1 p-1 
1=0

gdzie

f

mr = J fr g(f) df 72-5/

jest momentem zwyczajnym r-tego rzędu rozkładu wagi w paśmie przesyło

wym, przy czym występujące we wzorze 72-4/ wartości r - 0,1,... ,p. War

to przy tym przypomnieć, że:

1 72-6/

Podstawiając /2-47 do 71-6/ otrzymujemy ostateczny wzór na górny kres 

modułu błędu niepoprawnoścI p-punktowej aproksymaty tłumlennoścl pasmo- 

‘*J: M P

I n""
1-0



6

Przy założeniu określonych częstotliwości fp...,f wyznaczania tłu

mienności punktowych współczynniki wagowe aproksymat tłumienności pasmo

wej są określone wzorem /1-k/, a występująca w tym wzorze wielkość 

- wzorem /1-5/.

Należy zwrócić uwagę, że występujący w tym ostatnim wzorze pod znakiem 

całki Iloczyn można przedstawić w postaci wielomianu, a mianowicie:

P p-1

/2-8/

j-1 
j*k

1-0

gdzie współczynniki a^ /z indeksami 1 - 0,1,...,p-1/ równe

al/k 72-9/

ji*k 

są sumami 

mentów z

iloczynów, stanowiących kombinacje bez powtórzeń 1 ele-

wszystkie

/p-1/ elementowego 

pozostałe wartości

zbioru

J - 1.

J , gdzie j k, przyjmując 

p, przy czym:

ao/k

a1/k

j/k
72-10/

ap-1/k

j#k

Podstawiając /2-8/ do /1-5/ 

my związek:

i dokonując operacji całkowania otrzymuje-

p-1

3p/k al/k - mp-l-1 /2-117

P

P
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gdzie mr Jest momentem zwyczajnym rozkładu wagi , określonym wzorem 

/2~5/» przy czym występujące we wzorze /2-11/ wartości r * 0,1,...,o-1.

Występujący w mianowniku prawej strony wzoru 71-4/ iloczyn Jest warto

ścią wielomianu /2-8/ w punkcie f = fk> tzn.

P P"1

«-,2/
j«l 1=0
JA

gdzie współczynniki a^/k s4 określone wzorem /2-9/.

Podstawiając /2-11/ i /2-12/ do /1-4/ otrzymujemy ostateczny wzór na 

współczynniki wagowe p-punktowej aproksymaty tłumienności pasmowej:

p-1

a... ■ m . .Z—* 1/k p-1-1

G. ---------------------------- /2-134k p-1

2.2. Przykładowe wzory szczególne dla małej liczby punktów 

aproksymacj i

Dla dwóch punktów aproksymacji /tzn. p = 2/, przy założonych często

tliwościach fp f2 otrzymujemy następujące wyrażenia na współczynniki 

wagowe:

72-14/

oraz

Efektywność takiej aproksymaty wynosi :

e2
1 

------7--------5” 
2/Gj + G2/

/2-15/
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natomias- moduł błędu n iepoprawności 2-punktowaJ aproksymaty tłumienności 

pasmowej jest określony nierównością:

|m2-m/f1+f2)+ f,f2 | 72-16/

gdzie jest maksymalną wartością modułu drugiej pochodnej częstotH- 

wościaej charakterystyki czwórnika w paśmie przesyłowym.

Dla trzech punktów aproksymacji /tzn. p • 3/, przy założonych często- 

tllwośclach otrzymujemy następujące wyrażenia na współczynniki

wagowe:

m2-m1/f2+fj/ + f2f
G - --------------------------------

f1 - f2f3

. yyyy *
’2 “ fo/yy + y3 /2-17Z

m2-mi/yy + f1f2
2

r3 - yyy ♦

Efektywność takiej aproksymaty wynosi:

1 
e, “ 5 2 5”

3 3/Gj + G2 + Gj/
/2-18/

natomiast moduł błędu niepoprawności 3"punktowej aproksymaty tłumfenno-

ści pasmowej jest określony nierównością:

_ 1 M |
r3 y • |"’3-m2/fl+f2+y+"i1/y2+fiyy3/ ■ fifzf3 /2- 19/

gdzie

wościowej

jest maksymalną wartośc:ą modułu trzeciej pochodnej częstotli

charakterystyk! tłumianności czwórnika w pasmln przesyłowym.
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3. TWORZENIE APROKSYMAT BEZWZGLĘDNIE NAJEFEKTYWNIEJSZYCH 
/O DOKŁADNIE JEDNAKOWYCH WSPÓŁCZYNNIKACH WAGOWYCH/

3.1. Ogólna metoda tworzenia aproksymat o równych wagach

Jak wykazano w pkt 4 referatu [4], uzyskanie aproksymat o efektywności 

równej jedności wymaga stosowania optymalnych częstotliwości ?

wyznaczania tłumlenności punktowych, przy czym wartości tych częstotliwo

ści są pierwiastkami układu p równań o postaci:

P

E < ■»• \
k-1

gdzie r - 1.........p, zaś mr jest momentem zwyczajnym rzędu r rozkładu 

wagi, określonym wzorem/2-5/.

Taki układ równań posiada identyczne pierwiastki Jak równanie algebra

iczne p-tego stopnia o postaci:

P

vfP S" ° /3’2/
s=0

którego współczynniki As wyznacza się rekurencyjnie na podstawie nastę

pujących zależności /tzw. wzorów Newtona/:

o

“ -P’m|

“ - f /m^Aj-m,/

3
/3-3/

% “ - /vV,np-i+"-+Vi’,ni/
W przypadku gdy p k - Istnieją algebraiczne rozwiązania równania 

/3“2/; rozwiązania te zostały podane w punkcie 3*2 niniejszego referatu.
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Gdy liczba punktów aproksymacji p^ 5 - zachodzi potrzeba stosowania i te- 

racyjnych metod rozwiązywania równania /3"2/; metody takie zwięźle przed
stawiono np. w rozdz. 8 podręcznika |^5].

3.2. Algebraiczna metoda tworzenia aproksymat o .równych wagach

Wprowadźmy następujące oznaczenia parametrów rozkładu wagi w paśmie 
przesyłowym /patrz np. rozdz. 15 podręcznika [i]/:

- dla wartości oczekiwanej:

1 “ m^ /3-A/

- dla odchylenia standardowego:

6 = /3-5/

- dla współczynnika asymetrii:

r.----- | /3-6/

6*

- dla współczynnika ekscesu:

gdzie:

T, - 4 - 3 /3-7/
6

2 
p2 = m2 ' m1 /3-8/

, O 2» m^ - 3n>2m.| + Zm^ /3-9/

2 4
Pil “ m^-^m^m^+bm^m^-3m^ /3-10/

oraz

są momentami centralnymi rzędów: drugiego, 

są momentami zwyczajnymi rzędu r-tego

W przypadku jednopunktowej aproksymacji 

trzeciego oraz czwartego, zaś 

określonymi wzorem /2-5/.

tłumienności pasmowej, tzn.

przy p - 1. równanie /3"2/ przyjmuje postać: 

f " 1 - o /3-11/
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i zawsze posiada jeden pierwiastek rzeczywisty:

f, - Q /3-12/

określający opcymalną częstotliwość wyznaczania tłumienności punktowej 

przy p = 1.

W przypadku dwupunktowej aproksymacji tłumienności pasmowej, tzn. przy 

p = 2, równanie /3-2/ przyjmuje postać:

' 2 2
/f -Q/ - 6 = 0 73-13/

i zawsze posiada dwa pierwiastki rzeczywiste:

f1(2 - 1 ; 6 fi-W

określające optymalne częstotliwości wyznaczania tłumienności punktowych 

przy p = 2.

W przypadku trójpunktowej aproksymacji tłumienności .taśmowej, tzn.

przy p = 3, równanie /3-2/ przyjmuje postać:

/f-Q/3 - | /f-ą/d2 - = 0 /3-15/

i posiada trzy pierwiastki rzeczywiste pod warunkiem, że

Wprowadzając oznaczenia:

arc cos /3-17/

oraz:

-1 dla 73 < 0
sgn j3 “ /3-18/

+ 1 dla 73 > 0

pierwiastki te można wyrazić w postaci:

f - Q + 0 /T cos W-Ł
k u 3

/3-19/
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/gdzie k - 1,2,3/, określającej optymalne częstotliwości wyznaczania 

tłumienności punktowych przy p “ 3.

W przypadku czteropunktowej aproksymacji tłumienności pasmowej, tzn, 

przy p — 4, równanie /‘i-U przyjmuje postać:

2 6^/f-ąr +

[8qZqW/ - | Y^3] /f-ą/\ /3-20/.

[8ą2/Q2+e?/ - /i+r^]- o
i posiada cztery pierwiastki rzeczywiste pod warunkiem, że:

/3-21/

gdzie

2 + Y ■ —YL ’2 30w “ Z3-22Z

jest wyróżnikiem równania .

Pierwiastki te można wyrazić w postaci:

\ Q /3-23/

/gdzie k « 1,2,3,**/, określającej optymalne częstotliwości wyznaczania 

tłumienności punktowych przy p - 4.

Wyżej sformi'łowano warunki konieczne 'stnienla aproksymat o efektywno

ści równej jedności; ponadto muszą być spełnione warunki dostateczne o- 

kreślone wzorem /1 — 3/• Wprowadzając oznaczenie:

cf- min - fd; fg - Q j Z3-24/

można łatwo wykazać, że zachodzę następujące warunki dostateczne Istnie

nia bezwzględnie najefektywniejszych aproksymat dwupunktowych:

5 d 73-25/

trój punktowych:

Ó {Tcos
o

/3-26Z
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oraz czteropunktowych:

/3-27/

4. TWORZENIE APROKSYMAT WZGLĘDNIE NAJEFEKTYWNIEJSZYCH 
/O WSPÓŁCZYNNIKACH WAGOWYCH PRAWIE JEDNAKOWYCH/'

Określona wzorem /1-14/ efektywność p-punktowej aproksymaty tłumienno

ści pasmowej jest ciągłą i różniczkowaIną funkcją p argumentów:

e = e
P P

/f1 /4-1/

Jak to wynika z pkt. 3 referatu, aproksymaty o efektywności równej Jed

ności istnieją zawsze dla liczby punktów aproksymacji p — 1, natomiast 

dla p^ 2 istnienie takich aproksymat Jest uwarunkowane parametrami roz

kładu wagi rozważanego pasma przesyłowego.

Jeżeli przy ustalonej funkcji wani równanie /3“2/ nie posiada p pier

wiastków rzeczywistych - zachodzi konieczność poszukiwania optymalnych

częstotliwości

maksyma 1 i zacj ę

Efektywność

stotliwości fj

f1 ? wyznaczania tłumienności punktowych poprzez

. , f , tzn 
P o

efektywności wyrażonej wzorem /4-1/.

e jest zazwyczaj wielomodalną funkcją argumentów

. posiada wiele ekstremów. Poszukiwanie optymalnych czę- 

... ,? polega zatem na znalezieniu globalnego maksimum 

efektywności spośród wszystkich istniejących maksimów lokalnych funkcji 

/4-1/. Należy zwrócić uwagę, że maksima lokalne efektywności mogą być za

równo silne /tzn. jednopunktowe/ jak i słabe /tzn. obszarowe/. Maksimum 

lokalne funkcji wieloargumentowej może występować w każdym jej punkcie 

stacjonarnym:

—•* x y
f H/f,,...,f / /4-2/

1 ' P

'zn. w punkcie, w którym występuje zerowanie się gradientu tej funkcji.

W przypadku efektywności warunek konieczny występowania maksimum w punk

cie określonym wzorem /4-2/ ma zatem postać:

■ (V.p)f-T
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Zerowanie się gradientu efektywności zachodzi wówczas, gdy zerują się 

wszystkie składowe tego wektora, tzn.:

74-4/

Mi 74-5/

Ponieważ efektywność p-punktowej aproksymaty tłumlenności pasmowej jest 

określona wzorem /1—4/, więc jej pochodne cząstkowe wynoszą:

A
afj

Ze względu na nierówność:

74-6/

warunek konieczny występowania 

kładu p równań o postaci : 

maksimum efektywności sprowadza się do ui

G.
^Gk 

df.
J

74-7/= 0

dla j = i,...,p.

Warunkiem dostatecznym istnienia silnego maksimum funkcji wieloargu- 

mentowej w jej punkcie stacjonarnym 74-2/ jest ujemna określoność hesja- 
. , , ., . . . x/nu tej funkcji v rozważanym punkcie

Hesjan efektywności p-punktowei aproksymaty tłumienności pasmowej 

jest macierzą symetryczną o pcstaci :

X/Dla tłabego maksimum funkcji wystarczy ujemna półokreśloność tego he- 
sjanu.
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$

1___________

d2ep
• m •

5^ ■ 3^2 3^ ■ dfp

d2ep d2ep

^2 • df1 df2-3fp .

74-8/

^p ...

dfp • 3fp • df, ‘ &f2

Macierz ta jest ujemnie określona w punkcie f, gdy dla j = 1,...,p są 

spełnione warunki:

/-1/j Aj/f/ > 0
1^-31

gdzie l\ ./f/ jest j-tym podwyznacznikiem głównym hesjanu 74-8/ okreś

lonym w punkcie f . Podwyznaczniki te są zdefiniowane następująco:

74-10/
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P

• dfp
’ /k-10/

dfp ■ d łj / /

Biorąc pod uwagę, że pierwsze pochodne cząstkowe efektywności są 

lone wzorem 1^-51, uzyskujemy następującą postać drugich pochodnych 

kowych efektywności p-punktowych aproksymat tłumienności pasmowej:

okreś-

cząst-

te pochodne cząstkowe sprowadzają się

* dfj ‘

de 
dfj-dfi

/k-11/

W szczególnym przypadku gdy i 

do postaci :
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Ze względu na sk plikowanie procesu poszukiwania częstotliwości ma

ksymalizujących efektywność aproksymat tłumienności pasmowej, proces ta

ki można zrealizować wyłącznie elektroniczną techniką obliczeniową opar

tą na konwencjonalnych metodach optymalizacji; metody te przedstawiono 
np. w podręcznikach [_2] i [6].

Warto zwrócić uwagę na ostatnią fazę procesu poszukiwania częstotliwo

ści maksymalizujących efektywność aproksymat tłumienności pasmowej, fazę 

zależną od rodzaju występującego globalnego maksimum efektywności.

W przypadku gdy występuje silne maksimum efektywności, proces poszuki

wania optymalnych częstotliwości wyznaczania tłumienności punktowych bez

pośrednio prowadzi do jednoznacznego określenia wartości wektora często- 
o o 

tliwości: f,.... ,f .1 ’ ’ p
Natomiast w przypadku gdy występuje słabe maksimum efektywności, pro

ces poszukiwania optymalnych częstotliwości jest bardziej skomplikowany, 

a to dlatego, że maksimum słabe występuje w pewnym ściśle określonym ob

szarze p-wymiarowej przestrzeni argumentów fp.„,fp /a nie w jednym 

punkcie tej przestrzeni - tak, jak to miało miejsce przy występowaniu 

maksimum silnego/. Dla uzyskania jednoznacznego określenia wartości wek- 
o o

tora częstotliwości fp...,f w rozważanym przypadku zachodzi koniecz
ność wstępnego założenia wartości jednej /patrz [7]/ z optymalizowanych 

częstotliwości, przy czym ta założona wartość musi leżeć wewnątrz pewne

go dopuszczalnego przedziału, którego granice są określone obszarem wy

stępującego słabego maksimum efekt ,wności.
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5. ZAKOŃCZENIE

W pierwszej części referatu wyprowadzono wzory określające współczyn

niki wagowe punktowych aproksymat tłumlenności pasmowej czwórnika, a tak

że błąd niepoprawności tych aproksymat, w zależności od momentów zwyczaj- 

nycn rozkładu wagi w paśmie przesyłowym oiaz od częstotliwości wyznacza

nia tłumlenności punktowych rozważanego czwórnika.

W drugiej części referatu podano metodę określania optymalnych często

tliwości wyznaczania tłumlenności punktowych czwórnika, tworzących bez

względnie najefek'ywniejsze punktowe aproksymaty tłum!enności pasmowej 

/o efektywności równej jedności/. Podano wzory umożliwiają określenie 

tych optymalnych częstotliwości w zależności od parametrów rozkładu wagi 

w paśmie przesyłowym. Wykazano, że przy liczbie punktów aproksymacji 

p >2 istnieją określone Warunki dotyczące parametrów rozkładu wagi, 

przv spełnieniu których można utworzyć bezwzględnie najefektywniejsze 

punktowe aproksymaty tłumiei.noścl pasmowej. Warunki te sprecyzowano tyl

ko dla liczby punktów aproksymacji p = 2,3 oraz 4, przy których istnie

je algebraiczna metoda określania optymalnych częstotliwości wyznaczania 

tłumienności punktowych. Otwartym problemem pozostaje sprecyzowanie wa

runków koniecznych i dostatenzny-h istnienia bezwzględnie najefektywniej

szych aproksymat tłumienności pasmowej przy liczbie punktów aproksymacji 

P>5.
Ponieważ przy liczbie punktów aproksymacji p >2 nie zawsze są speł

nione warurki istnienia aproksymat o efektywności równej jedności - w 

trzeciej części referatu sprecyzowano warunki maksymalizacji efektywności 

punktowych aproksymat tłumienności pasmowej. Stwierdzono, źo proces poszu

kiwania częstotliwości wyznaczania tłumienności punktowych przy których 

zachodzi maksyma!i zavja efektywności aproksymat tłumienności pasmowej 

jest na tyle skomplikowany, iż jego realizacja wymaga stosowania wyłącz

nie elektronicznej techniki obliczeniowej.

Autor postuluje opracowanie procedury określania częstotliwości wyzna

czania tłumienności punktowych maksymalizującej efektywność aproksymat 

tłumienności pasmowej, a także odpowiedniego programu obliczeń na EMC.

-BIBLIOTEKA 
Instytutu Łqczności 
Nr c- z 3 6.
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