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1. WPROWADZENIE

W referacie [1] zdefiniowano tłumienność pasmową czwórnlka Jako funk­
cjonał określony wzorem:

f 
/.g 

A - / g/f/V/f/df /1-1/

fd

gdzie g Jest unormowaną funkcją gęstości wagi w paśmie przesyłowym o 
częstotliwościach granicznych: dolnej f^ I górnej f , zaś y- często­
tliwościową charakterystyką' tłumiennoścl rozważanego czwórnika.

W referacie [2] wykazano, że tłumienność pasmową czwórnlka można wyra­
zić wzorem:

P 
A-EGk-W + «p ‘ 

k-1

gdzie oznaczają tłumienność! punktowe rozważanego czwórnika przy
ustalonych częstotliwościach f^ /gdzie k ■> 1,...,p/( przy czym:

f. < f. < ... <f < f /1-3/ .d 1 p g

Występujące we wzorze /1-2/ wielkości są współczynnikami Wagowymi 
/wagami/ odpowiednich tłumiennoścl punktowych, natomiast wielkość - 
Jest błędem niepoprawności oszacowania tłumiennoścl pasmowej na podstawie 
kombinacji liniowej tłumiennoścl punktowych przy częstotliwościach fk .

Jeżeli tłumiennoścl punktowe czwórnlka są wyznaczane niedokładnie, a 
mianowicie, że przy każdej częstotliwości f^ /gdzie k w 1,...,p/ tłu­
mienność punktowa Jest zmienną losową nie wykazującą błędu niepopraw­
ności , ale charakteryzującą się niezależną od częstotliwości wartością 
błędu standardowego niepewności, wówczas najdokładniejsze oszacowanie 
tłumiennoścl pasmowej uzyskuje się w przypadku Jednakowych współczynników 
Wagowych, tzn.
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/1-VGk 2 
p

W tym przypadku oszacowanie tłumlenności pasmowej Jest zmienną losową 
o postaci :

P
• /1-5/

k“1

którą nazwano najefektywniejszą p-punktową aproksymatą tłumlenności pasmo 
wej /o efektywności równej jedności/.

W referacie [3j przedstawiono klasyczną metodę algebraiczną określania 
optymalnych częstotliwości wyznaczania tłumlenności punktowych, przy któ 
rych p-punktowe aproksymaty tłumlenności pasmowej czwórnlka wykazują ma­
ksymalną efektywność równą Jedności.

W przypadku aproksymat 3-punktowych metodę tę można stosować tylko wów 
czas, gdy współczynnik asymetrii rozkładu wagi w paśmie przesyłowym speł­
nia warunek:

/1-6/

W takim przypadku można utworzyć 3"punktową aproksymatę o równych wagach, 
jeśli tylko odchylenie standardowe rozkładu wagi w paśmie przesyłowym 
spełnia warunek /wynikający z wymagania określonego nierównością /1~3/:

gdzie

/1-7/

/1-8/

przy czym fl oznacza wartość oczekiwaną rozkładu wagi w paśmie przesyło­

wym, zaś

J3 - arc cos /1-9/
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Optymalne częstotliwości wyznaczania tłumienności punktowych, tworzące 
taką aproksymatę, możną określić na podstawie wzoru:

?. - a + V7d cos ^hz^san^, 
* 5 /1-10/

gdzie k = 1,2,3 zaś:

sgn fi =
-1 dla fi < 0

+ 1 dla fi 0
/1-11/

Celem niniejszego referatu jest przedstawienie metody określania opty­
malnych częstotliwości wyznaczania tłumienności punktowych, przy których 
3-punktowa aproksymata tłumienności pasmowej wykazuje maksymalną efektyw­
ność w przypadku, gdy'warunek /1-6/ nie jest spełniony.

Ponieważ to okaże się potrzebne w dalszym ciągu wywodów, przypomnijmy, 
że wielkości f^ /gdzie k = 1,2,3/ określone wzorem /1 — 10/ są pierwias^t 
kami rzeczywistymi wielomianu trzeciego stopnia o postaci /patrz pkt. 3.2. 
referatu [3]/.

w3/f/ - /f-v3 -1 /f-^2 - /i-i2/

W przypadku gdy warunek /1—6/ nie Jest 
siada tylko Jeden pierwiastek rzeczywisty 

x/ lomian ten zawsze posiada dwa ekstrema ,

spełniony, wielomian W^/f/ po- 
i dwa zespolone sprzężone. Nie­
których odcięte można wyznaczyć

z równania:
■ C

W3/f/ - o /1-13/

a mianowicie:

x/ Ponieważ zawszejest spełniony warunek:

6 > 0
który wynika z faktu niestosowania Jednopunktowego rozkładu wagi w pa­
śmie przesyłowym.



Rys. i. Ilustracja graficzna przypadku, gdy są spełnione raninkl : 
f^ 4 q 6 oraz f > ą + fi 6
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fe1<f2<fe2

wleloml an:

w3/f/ - Wj/f/ - w3/f2/ /1-1C/

posiada trzy pierwiastki rzeczywiste.
•' o •

Autor stawia tezę, że jeśli pierwiastki rzeczywiste f., f _, f_ wielo- 
mianu W^/f/ leżą w przedziale pasma przesyłowego, tzn. spełniają waru­
nek :

fd ^1 <f°2 <f'3 - /ł-17/

to odpowiadają one optymalnym częstotliwośćIom wyznaczania tłumienności 
punktowych, tworzących najefektywniejsze 3_punktowe aproksymaty tłumienno- 
ści pasmowej.

W dalszym ciągu referatu najpierw wykażemy, że jeśli jest spełniony wa­
runek /1-17/, to pierwiastki wielomianu /1 -16/ wyznaczają aproksymaty o 
efektywności równej jedności, a następnie ustalimy dodatkowe ograniczenia 
wartości f2 /wstępnie określone wzorem /1-15/ które wynikają z koniecz­
ności spełnienia warunku /1-17/.

2. PARAMETRY APROKSYMAT

2.1. Wagi aproksymat; dowód tezy

Załóżmy, że warunek /1—17/ Jest spełniony. Podstawiając do /1-16/ wyra­
żenie algebraiczne /1—12/ oraz wartość tego wyrażenia dla f ■ f2> otrzy­
mamy następującą postać wielomianu:

W3/f/ - /f-Q/3 - | /f-f2M 2 - /f2-<?/3 /2-1/

Należy zwrócić uwagę, żc w wyrażeniu /2—1/ nie występuje parametr y,,
O 

co oznacza, że pierwiastki wielomianu W^/f/ nie zależą od współczynnika 
asymetrii rozkładu wagi w paśmie przesyłowym, a więc istnieję niezależnie 
od warunku /1-6/.
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Jeżeli wprowadzić oznaczenie:

J32 « arc cos s2/s2 - y 72-2/

gdzie:

S2
f2

S 72-3/

x/ to pierwiastki rzeczywiste wielomianu 72-1/ można wyrazić w postaci :

o — j3 +2/k-3/iżrsgnj3„
fk = ą + /T 6 cos —,-------------i 72-4/

gdzie k - 1,2,3-

Uwzględniając w 72-4/ związek:

= cosy32 cosX+ sinjS^ sinx 72-5/ '

i przyjmując, że X = -j JT ostatecznie otrzymamy:

72-6/

Jeżeli wyrażenia 72-6/ podstawimy do wzorów na współczynniki wagowe 
3-punktowych aproksymat tłumienności pasmowej, a mianowicie /patrz punkt 
2.2 referatu [3]/: 

x/ Istniejące, gdy f2 spełnia warunek /1-157-
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/2-7/

' /2-8/

7

„ m2-m1/f2+f3/+f2f3
G a -y- -

f^l/W^ 

m2-m]/fl+f3/+f1f3 
G .

^3/^/3

G - j- - 

1 uwzględni my, że 

m1 - Q 

oraz 
2 2m2 - Q + 6 /2-9/

to otrzymamy równość:

G, - G2 - G3 - j • 72-10/

Oznacza to, że zakładając wartość f2 w granicach określonych nierów­
nością /1-15/ otrzymujemy ze wzoru /2-6/ wartości fp f2 = f2 ' ^3 ta” 
kie, które umożliwiają utworzenie 3-punktowych aproksymat tłumiennoścl 
pasmowej o efektywności określonej wzorem:

e, - ------ ,---------------5- /2-11 /
J 3/G, + G2 + G3/

I wynoszącej: 
e3 - 1 /2-12/

W powyższy sposób utworzone 3-punktowe aproksymaty o równych wagach 
posiadają zatem jeden stopień swobody optymalnych częstotliwości wyzna­
czania tłumiennoścl punktowych. Ze względu na to, że wielomian /2-1/ po­
siada trzy pierwiastki rzeczywiste niezależnie od warunku /1-6/, 3-punk­
towe aproksymaty o równych wagach z jednym stopniem swobody można utwo­
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rzyć również w przypadku gdy jest spełniony warunek /1-6/,,tzn. wówczas 
gdy istnieją najefektywniejsze 3-punktowe aproksymaty o optymalnych czę­
stotliwościach wyznaczania tłumlenności punktowych jednoznacznie określo- 
nych wzorem /1-10/.

2.2. Błąd niepoprawności aproksymat

Warto zwrócić uwagę, że mimo jednakowej efektywności, aproksymaty z 
jednym stopniem swobody optymalnych częstotliwości wykazuję niższy rząd 
dokładności od aproksymat tworzonych przy optymalnych częstotliwościach 
jednoznacznie określonych wzorem /1-10/. Mianowicie najefektywniejsze 3-punk­
towe aproksymaty tłumienności pasmowej tworzone na podstawie optymalnych 
częstotliwości określonych wzorem 12-^1 wykazują błąd niepoprawności, któ­
rego moduł jest ograniczony następującą nierównością /patrz pkt 2.2 refe­
ratu [3]/:

M
|R3|< 3! |vVf1+f2+f3/+m1/f1f2+f1f3+f2y ' /2-13/

Jeśli w tym wzorze uwzględnimy zależności /2-6/,/2-9/ oraz związek:

o 2 3
m3 = Ti v + 3q,6 /2-14/

to otrzymamy:

/2-15/

gdzie M3 oznacza maksymalną wartość modułu trzeciej pochodnej częstotli­
wościowej charakterystyki tłumlenności czwórnika w paśmie przesyłowym.- Na­
tomiast w przypadku najefektywniejszych 3*punktowych aproksymat tłur.iien- 
ności pasmowej tworzonych na podstawie optymalnych częstotliwości określo­
nych wzorem /1-10/ zachodzi związek /1~9/, a wówczas:

/2-16/

co oznacza, że błąd niepoprawności takich aproksymat nie zależy od warto-
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Ści trzeciej pochodnej częstotliwościowej charakterystyki tłumienności 
czwórn i ka.

3. WARUNKI DOSTATECZNE ISTNIENIA APROKSYMAT 0 RÓWNYCH WAGACH

3.1. Przypadek I

Warunki dostateczne istnienia aproksymat o równych wagach zachodzą 
wówczas, gdy pierwiastki rzeczywiste wielomianu /2-1/ określone wzorem 
/2-4/ spełniają nierówność /1-17/.

Rozważmy kilka przypadków. Jako pierwszy rozważmy przypadek przedsta­
wiony na rys. 1, w którym nierówność /1-17/ jest spełniona przy założe­
niu dowolnej wartości f2 z przedziału określonego nierównością /1-15/. 
W tym przypadku muszę być jednocześnie spełnione dwa warunki, a mianowi­
cie:

% /3-1Ą

I 
oraz

f3 C fg /3-2/

W powyższych nierównościach:

f, - min^w’1 [W3/fe2/]j /3-3/

oraz
f3 = max | Wj1 [W3/fe1/j j /3-V

są częstotliwościami: minimalną, przy której wielomian Wj/f/ osiąga war­
tość równą wartości ekstremalnej przy częstotliwości fe2 oraz maksymal­
ną, przy której wielomian W3/f/ osiąga wartość równą wartości. ekstrema! - 
nej przy częstotliwości f /patrz rys. 1/.

Efektywne wyznaczenie częstotliwości f^ oraz f3 polega na znale­
zieniu pierwiastków wielomianów:

e
w3/f/ = w3/f/ - w3/fe/ /3-5/

w których wielkości fg są określone wzorem /1 -14/. Wielomiany te mają 
postać:
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e
^/f/ -- j /f-fJ62 - /f -ą/3 .73-6/

dają następujące ostateczne rozwiązania:

^-*1- fi <6. 73-7/

oraz

fi 6 ‘ 73-8/

Podstawiając /3~7/ do /3~1/ oraz /3~8/ do /3-2/ otrzymujemy warunek do­
stateczny istnienia aproksymat o równych wagach dla wszystkich wartości 

O
f? = f2 z przedziału określonego nierównością 71-15/ w następującej po-
staci :

73-9/

gdzie cf jest określone wzorem /1—8/.

Jak widać z rys. 1, 
malnych częstotliwości

w rozważanym przypadku przedziały zmienności opty- 
wynoszę:

ń .‘(ń-f.J ’ .

f*3 € ( fe2 ’ Ś J

3.2. Przypadek II

Przejdźmy obecnie do przypadku przedstawionego na rys. 2, w którym wa­
runek /3-1/ nie jest spełniony, tzn. zachodzi:

fd > ą - /Td /3-117

co jest równoważne warunkowi :

d > ----------- /3-12/
fi
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Rys. 2. Ilustracja g.aficzna przypadku, gdy są spełnione warunki:

fd > n - /Tó oraz f > ą + fló

W tym przypadku zachodzi zawężenie górnej granicy przedziału zmienności 
f^ = f^ do wartości :

tzn. środkowej częstotliwości, przy której wielomian W^/f/ osiąga wartość 
równą wartości przy dolnej częstotliwości granicznej fj pasma przesyło­
wego.

A
Efektywne wyznaczanie częstotliwości f^ polega na znalezieniu pler-



12

wiastków wielomianu:

d
- Wj/f/ - W3/fd/ /3-14/

który można wyrazić w postaci:

W,/f/ - /f-^/3 - | /f-fd/6 2 - /fd - Q/3 /3-15/

Wprowadzając oznaczenia! 

fd" 1 sd’^~ /3-16Z

oraz: ,
j3 = arc cos V? s ./Sj “ 4 / /3~17/

a a a z

Otrzymuje się trzy pierwiastki rzeczywiste wielomianu /3"15/ ze wzoru: .

a Ą + 2/k-3/ffsgnĄ.
+ y 2 6 cos---------------- j.......... - /3-18/

gdzie k = 1,2,3 • Pierwiastki te wynoszą:

Jak wldać z rys. 2, w rozważanym przypadku przedziały zmienności opty­

malnych częstotliwości wynoszą:

73-20/
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3.3. Przypadek lii

Przejdźmy teraz do przypadku przedstawionego na rys. 3, w którym.nie 
jest spełniony warunek /3"2/, tzn. zachodzi :

Rys. 3. Ilustracja graficzna przypadku, gdy są spełnione warunki:

f , 4 Q oraz f < ó
d 9
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co jest równoważne warunkowi :

f - U
<6 > /3-22/O

W tym przypadku zachodzi zawężenie dolnej granicy przedziału zmienności 
O

^2 * ^2 d° wartości

f2 - med ; w’1 [w3/fg/] | 73-23/

tzn. środkowej częstotliwości, przy której wielomian Wj/f/ osiąga war­
tość równą wartości przy górnej częstotliwości granicznej fg pasma 
przesyłowego.

Efektywne wyznaczenie częstotliwości f2 polega na znalezieniu pier­
wiastków wielomianu:

9
W,/f/ - W,/f/ - W./f / 

i 5 3 9 /3-24/

który można przedstawić w postaci :

9 3W3/f/ - /f-ft/5 - | /f-f /^ 2
2 g /3-25/"s-’/3

Wprowadzając oznaczenia:

f - n
_s___ L

6
s

9
/3-26/

oraz

fi - arc 
y g

cos /s2 
g g /3-27/

otrzymuje się trzy pierw! astkl rzeczywi ste wielomianu /3-25/ ze wzoru:

fk
+ 2/k-3/^ sgn/3g

/3-28/

gdzie k = 1,2,3. Pierwiastki te wynoszę!

Q 6 cos

I '

3
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oraz 
(v ] 
f. l ■ fk J g

Jak widać z rys. 3, w rozważanym przypadku przedziały zmienności opty­
malnych częstotliwości wynoszę:

/3-30/

3.4. Przypadek IV

Przejdźmy z kolei do przypadku przedstawionego na rys. 4, w którym 
nie jest spełniony ani warunek /3*l/> ani też warunek /3*2/, tzn. jedno­
cześnie zachodzi :

fd yl - 6 /3-31/

oraz
f < n + /T 0 /3-32/
g^ Ł

co jest równoznaczne warunkowi :

/3-33/
© > “7=7 

{T

ędzie:
A r

cf - max [fl ~ f d > f j /3_34/
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Rys. J». Ilustracja graficzna przypadku, gdy są spełnione warunki:

f^ > Q - /1T6 oraz f 4 Q + ^2 6

W tym przypadku zachodzi zawężenie obu granic przedziału zmienności 
O V

f2 = f2> dolnej do wartości f2 określonej wzorami /3-23/ i /3-29/ o-
raz górnej do wartości f2 określonej wzorami /3-13/ I /3"19/«

Jak widać z rys. 4, w rozważanym przypadku przedziały zmienności opty­
malnych częstotliwości wynoszą:
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ś ei'd- ń] ]
o r v- a Vf2 £ [f2* f2 j

ś 6 [v '.]
73-35/

3.5- Przypadek V

Na zakończenie rozważmy przypadek przedstawiony na rys. 5, w którym 
jest spełniony warunek 73_337» ale spada do tera szerokość przedziałów 
zmienności optymalnych częstotliwości, tzn.:

f2 = med { W, ‘ [wj/fj/]} “ med / W^1 [w^/f^/ 73-36/

W tym przypadku zachodzi :

i optymalna wartcść

f2

f, - f
3 g

W3/fdZ = W3/fgZ

rodkowej częstotliwości wynosi

„ 6 7 n \T7 t, ^sgn Jód V 3 sin ---- cos -y '

gdzie J3d jest określone wzorem /3"17/.

/3-37/

/3-38/
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3.6. Warunek dostateczny istnienia optymalnych częstotliwości 
z jednym stopniem swobody

Z porównania przypadków przedstawionych na rysunkach 4 1 5 widać, że 
warunek Istnienia co najmniej zerowej szerokości przedziałów zmienności 
optymalnych częstotliwości można wyrazić w postaci:

W3/fdZ < W3/fg/ 73-39/
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Podstawiając do powyższej nierówności wartości wielomianu W,/f/ wyrażo­
nego wzorem /1-12/, określone odpowiednio w punktach f = f , oraz f = f , d • g 
otrzymamy warunek dostateczny istnienia 3~punktowych aproksymat o równych 
wagach:

6 4 ó 73-40/

gdzie:
A ------------------------ -------------------------------------- 1
Ó - Ml + f„fd 4f 3 9 gd d g d /3-41/

Na zakończenie, warto zwrócić uwagę dotyczącą wszystkich przypadków 
rozważonych w pkt. 3 referatu, a mianowicie, że wzrostowi wartości zakła- 

O
danej częstotliwości f2 = f2 towarzyszy malenie wartości odpowiednich czę­
stotliwości fj i f^.

4. ALGORYTM WYZNACZANIA OPTYMALNYCH CZĘSTOTLIWOŚCI

I PRZYKŁAD LICZBOWY

4.1. Algorytm
*

A'gorytm wyznaczania wartości optymalnych częstotliwości., tworzących 
najefektywniejsze 3~punktowe aproksymaty tłumiennoścl pasmowej jest na­
stępujący.

Na wstępie, przy danej funkcji g rozkładu wagi w paśmie przesyłowym 
o danych częstotliwościach granicznych f^ i f^, wyznaczamy wartości 
następujących parametrów rozkładu wagi: wartości oczekiwanej Q , odchyle­
nia standardowego 6 oraz współczynnika asymetrii "fy

Trzypunktowe aproksymaty o równych wagach trzeciego rzędu dokładności 
(tzn. o błędzie n iepoprawności określonym wzorem /2-1ó/)można utworzyć, 
jeże 1 i :

1/ moduł współczynnika asymetrii rozkładu wagi Jest dostatecznie ma­
ły, tzn. spełnia warunek/1-6/; •

x./ odchylenie standardowe 6 rozkładu wagi Jest dostatecznie małe, tzn, 
spełnia warunek /1-8/.

W tym przypadku istnieję jednoznacznie określone wzorem /1-10/ trzy 
częstotliwości optymalne wyznaczania tłumiennoścl punktowych, charaktery-
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zujące taką najefektywniejszą aproksymatę tłumiennoścl pasmowej.
Jeżeli moduł współczynnika asymetrii rozkładu wagi jest duży, tzn. za­

chodzi nierówność:

'‘-1'

to nie można utworzyć trzeciego rzędu dokładności 3-punktowych aproksy­
mat o równych wagach.

Niezależnie od wartości współczynnika asymetrii rozkładu wagi można 
utworzyć drugiego rzędu dokładności ( tzn. o błędzie n i epoprawności okreś­
lonym wzorem /2-15/ ) 3“punktowe aproksymaty o równych wagach, jeśli tyl­
ko odchylenie standardowe o rozkładu wagi nie jest zbyt duże, tzn. speł­
nia warunek

6 < <3 /4-2/

A *
gdzie wielkość <5 jest określona wzorem Z3-41/.

Drugiego rzędu dokładności 3_punktowe aproksymaty o równych wagach 
charakteryzują się jednym stopnic swobody optymalnych częstotliwości 
wyznaczania tłumienności punktowych. Dla jednoznacznego Określenia warto­
ści tych optymalnych częstotliwości zachodzi potrzeba założenia wartości 
jednej z tych częstotliwości, wartości zawartej w dopuszczalnym przedzia­
le. W praktyce technicznej zazwyczaj najdogodniejszym jest założenie od­
powiedniej wartości częstotliwości f2-

Tok postępowania przy wyznaczaniu górnej granicy dopuszczalnej zmień- 
O 

ności częstotliwość f2 = f2 jest następujący.
Wyznaczamy wartość:

f, = 7 - fl 6 ‘ /4-3/

Jeżeli zachodzi warunek:

f, 4 f, /4-4/
d 1

to jako górną granicę zakresu zmienności wartości zakładanej częstotli­
wości f2 przyjmujemy wartość:

'.2 ■ 1 *
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Jeżeli natomiast zachodzi warunek:

f, 4 fd /4-6/

to jako górną granicę zakresu zmienności wartości zakładanej częstotliwo­
ści f2 przyjmujemy wartość:

f2 = Q ^sgn /3d y 3 sin —---- cos ~y J- /4-7/

gdzie wielkość jest określona wzorem /3~17/.
Tok postępowania przy wyznaczaniu dolnej granicy dopuszczalnej zmien­

ności częstotliwości f2 = f2 Jest następujący:
Wyznaczamy wartość:

f 3 - 1 + 6 74-8/

Jeżeli zachodzi warunek: •

/4-9/

tc jako dolną granicę zakresu zmienności wartości zakładanej częstotliwo­
ści f2 przyjmujemy wartość:

f . - i? - ■— 74-10/el

Jeżeli natomiast zachodzi warunek

^'g . /4-11/

to jako dolną granicę zakresu zmienności wartości zakładanej częstotliwo­
ści f2 przyjmujemy wartość: 

/4-12/

gdzie wielkość.J3g Jest określona wzorem /3_27/>
Następnie zakładamy najbardziej odpowiednią z technicznego punktu wi- 

O
dzenla wartość częstotliwości 55 ^2 z doPuszcza^ne9° przedziału 
zmienności :
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ma* {fe1’^2 I 4 f2 K min { 4’ fe2 j A-l 3/

Podstawiając założoną wartość f? = f2 do wzoru /2-3/ obliczamy wielkość 
s2, a podstawiając wartość s2 do wzoru /2-2/ obliczamy wielkość

V końcu obliczamy optymalne wartości pozostałych dwóch częstotliwości:

° . i o 7 6 i * i—’f1 = min fj. ; = Q sgn y 3 sin —y + cos —y J /4-14/

oraz

= max I fk j - Q + /iTócos —y A-15/

tzn. minimalną oraz maksymalną wartość z trzech określonych wzorem 72-4/ 
dla k = 1,2,3.

4,2. Przykład liczbowy

Dla przykładu rozważmy przypadek, w którym funkcja gęstości wagi ma 
postcć /pat^rz pkt. 2.2 referatu [4j/:

Momenty zwyczajne rozkładu wagi o gęstości określonej wzorem 74-16/ 
wynoszą:

f r r
Z*9 f - f .

mr = y fr g/f/df = -3-----y 74-17/
f , r«ln —i

d fd

gdzie r = 1,2,3,... oznacza rząd momentu.
Na podstawie wzorów podanych w pkt. 3.2 referatu [3/ można więc obli­

czyć parametry:

17 = m, • 

& = V m2 - m2

/4-18/

/4-19/
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uvv

oraz $
m, - 3 mo m, + 2 m,= -3-------------------------- 1 /4-20/

0

Jeżeli jako pasmo przesyłowe przyjmiemy pasmo telefonii naturalnej o 
częstotliwościach granicznych: frf = 0,3 kHz oraz f - 3,4 kHz, to otrzy­
mamy:

f
In = 0,411 904 325 7 

d

oraz, ze wzoru /4-17/:

m1 = 1 ,276 903 410

m2 = 2,362 271 308

m3 = 5,392 788 734

Następnie, na podstawie wzorów /4-18, -19, -20/ mamy:

ą = 1,276 903 410

<5 = 0,855 446 660 8

= 0,810 722 373 4

Ponieważ w rozważanym przypadku jest spełniony warunek /4—1/, tzn.:

więc nie istnieją jednoznacznie określone optymalne częstotliwości wyzna­
czania tłumienności punktowych tworzących najefektywniejszą 3-punktową 
aproksymatę tłumienności pasmowej. Jednakże w tym przypadku mogą istnieć 
najefektywniejsze 3"punktowe aproksymaty, jeśli tylko jest spełniony wa­
runek /4-2/. Na podstawie wzoru /3”?*1/ obliczamy:

6 = 1, 502 845 990

a więc

6 4 6
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i najefektywniejsze 3-punktowe aproksymaty tłumiennoścl pasmowej istnie­
ją, jednakże dla ich wyznaczenia zachodzi konieczność założenia wartości 
jednej z optymalizowanych częstotliwości.

Przyj mi jmy, że zakładaną-częstot1 iwością będzie f2 - f2 i wyznaczmy 
granice dopuszczalnych wartości tej częstotliwości.

W celu wyznaczenia górnej granicy na podstawie wzoru /4-3/ obliczamy:

f} = 0,067 119 140 4

a więc zachodzi warunek /4-6/ i jako górną granicę zakresu zmienności 
A

f2 przyjmujemy wielkość f2< Dla jej. wyznaczenia obliczamy na podstawie 
wzoru 73-16/:

s . = -1,141 980 505 d

na podstawie wzoru /3-17/:

= 71 ,557 795 85 0 a

oraz na podstawie wzoru /4-17/:

f2 = 1,147 351 '652

W celu wyznaczenia dolnej granicy zakresu zmienności zakładanej czę­
stotliwości f2, na podstawie wzoru /4—8/ obliczamy:

f3 = 2,486 687 680

Ponieważ w tym przypadku jest spełniony warunek /4~9/, więc wartość dol­
nej granicy zakresu zmienności f2 określamy ze wzoru /4-10/, a miano­
wicie:

f ,= 0,672 011 275 2,ei

Otrzymujemy więc wymaganie, aby zakładana wartość częstotliwości 
O

f2 = f2 spełniała nierówność:

0,672 011 275 2 < f2 < 1,147 351 652
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Jeżeli jako f przyjmietny podstawową częstotliwość pomiarową w paśmie 
telefonicznym, tzn.:

f2 - 0;8 kHz

to na podstawie wzoru /2~3/ otrzymamy:

s2 - -0,557 490 527 3

na podstawie wzoru /2-2/:

Ą - 20,350 734 34 °

Stąd na podstawie wzoru /2-6/ mamy:

fj = 0,552 491 761 6

f2 = 0,800 000 000 0

f, = 2,478 218 468

Obliczony na podstawie wzoru /2-15/ błąd niepoprawności 3~punktowej 
najefeKtywniejszej aproksymaty tłumienność! pasmowej, tworzonej przy 
tych częstotliwościach wynosi:

|r3 |< 0,015 415 641 9 • M3

Jeżeli natomiast jako zakładaną wartość środkowej częstotliwości przyj- 
miemy

f2 - 1,0 kHz

to na podstawie wzoru /2-3/ otrzymamy:

s2 = 0,323 694 536 1

a na podstawie wzoru /2-2/:

J32 - 50,305 409 42°
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Stąd na podstawie wzoru 72-6/ mamy:

f, = 0,395 464 503

f = 1 ,000 000 000

f3 - 2,435 245 727

Obliczony na podstawie wzoru /2-15/ błąd niepoprawności najefektywniej­
szej aproksymaty tłumlenności pasmowej, tworzonej przy tych częstotliwo­
ści ach wynosi :

j E <. 0,037 466 140 . M3

Oczywiście w praktyce technicznej mogę być zrealizowane 3-punktowe 
aproksymaty tłumienności pasmowej, utworzone przy częstotliwościach sub- 
optymalnych. Zakładając zaokrąglenie do całkowitej liczby Hz wartości 
poprzednio obliczonych otrzymamy następujące charakterystyki:

W pierwszym przypadku częstotliwości suboptymalne wynoszą:

f1 = 552 Hz

f2 - 800 Hz

f = 2 478 Hz

Współczynniki wagowe takiej aproksymaty, obliczone na podstawie wzorów 
/2-7/, wynoszą:

G, - 0,332 843 286 3 « 0,332 8

G2 = 0,333 757 720-2 « 0,333 8

G3 - 0,333 401 993 4 * 0,333 4

a efektywność, obliczona na podstawie wzoru /2-11/, wynosi:

e3 = 0,999 998 732 7 1 - 1,3 . 10-6

Błąd n'epoprawności takiej aproksymaty, obliczony na podstawie wzoru /2-13/, 
wynosi:
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|r3 | < 0,015 473 113 5 • «3

W drugim przypadku częstotliwości suboptymalne wynoszą:

f, - 395 Hz

f2 - 1 000 Hz

f = 2 435 Hz

Współczynniki wagowe takiej aproksymaty, obliczone na podstawie wzorów 
/2-7/, wynoszą:

G, - 0,333 096 819 5 » 0,333 1

G2 = 0,333 504 584 1 w 0,333 5

G3 = 0,333 398 596 4 « 0,333 4

a efektywność, obliczona na podstawie wzoru /2-11/, wynosi:

. e3 = 0,999 999 731 4 « 1 - 2,7 . 10'7

Błąd niepoprawności takiej aproksymaty, obliczony na podstawie wzoru 
/2-13/, wynosi:

| R3 | ST 0,037 543 149 5 . M3

5. ZAKOŃCZENIE 

»
W referacie dowiedziono, że najefektywniejsze 3-punktowe aproksymaty 

tłumienności pasmowej o efektywności równej jedności mogą istnieć nieza­
leżnie od wartości współczynnika asymetrii rozkładu wagi w paśmie prze­
syłowym. Podano warunki dostateczne istnienia takich aproksymat i wyka­
zano, że istnieje jeden stopień swobody optymalnych częstotliwości przy 
których są tworzone te aproksymaty.’ Oznacza to, że jednoznaczne określe­
nie wartości optymalnych częstotliwości wyznaczania tłumienności punkto­
wych jest możliwe dopiero wówczas, gdy zostanie założona wartość jednej 
z tych częstotliwości, przy czym wartość ta musi leżeć w dopuszczalnym 
przedziale.-Określono granice tego przedziału zmienności dla częstotli­
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wości środkowej, którą uznano za najbardziej odpowiednią /ze względów 
technicznych/ do zakładania. Podano algorytm określania wartości optymal­
nych częstotliwości wyznaczania tłumienności punktowych, przy których u- 
zyskuje się 3-punktowe aproksymaty o efektywności równej jedności.

Wykazano, że aproksymaty z jednym stopniem swobody optymalnych często­
tliwości wyznaczania tłumienności punktowych wykazują niższy rząd dokład­
ności od aproksymat bez stopnia swobody częstotliwości optymalnych. Ozna­
cza to, że błąd niepoprawności 3-punktowych najefektywniejszych aproksy­
mat z jednym stopniem swobody zależy od wartości trzeciej pochodnej często 
tliwościowej charakterystyki tłumienności czwórnika w paśmie przesyłowym, 
podczas gdy przy 3-punktowych najefektywniejszych aproksymatach bez stop­
nia swobody częstotliwości optymalnych błąd niepoprawności nie zależy od 
tej pochodnej /istnieje zależność tego błędu od wartości pochodnych stop­
nia wyższego niż 3/.

Na zakończenie warto podkreślić, że przedstawiona w referacie algebra­
iczna metoda tworzenia najefektywniejszych 3-punktowych aproksymat tłu­
mienności pasmowej jest wielokrotnie prostsza od metod optymalizacyjnych, 
o których była mowa w pkt. 4 referatu ^3]. Z tego względu autor postuluje 
opracowanie algebraicznych metod tworzenia najefektywniejszych aproksymat 
tłumienności pasmowej dla liczby punktów aproksymacji p > 3.
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